Ajustamento de observagdes

1. Introdugdo ao ajustamento por minimos quadrados

O engenheiro geoespacial é o especialista na realizacdo de observagdes de diversos tipos tais como desniveis, distancias, angulos
horizontais e verticais, GNSS e respectiva combinacdo, dados estes utilizados normalmente para a determinag¢do da posicdao espacial
de pontos da superficie terrestre. O ajustamento por minimos quadrados consiste numa metodologia para efectuar o controlo de
qualidade das observagdes de uma forma objectiva, processando conjuntos redundantes de dados utilizando procedimentos
matematicos bem definidos (o termo redundante significa que existem mais observagGes do que as estritamente necessarias para
resolver um determinado problema).

N3do existem medi¢des exactas, ou seja, qualquer medicdo contém erros, que podem ser de diversos tipos, ter varias origens e
diferentes magnitudes. O controlo de qualidade das observacGes e dos resultados é um requisito de qualquer levantamento
independentemente da respectiva precisdo, ou seja, é tdo importante num levantamento de baixa precisdo, da ordem de 1 m, garantir
que ndo ha erros da ordem de 10 m como num levantamento de alta precisdo, da ordem de 1 mm, garantir que ndo ha erros da ordem
de 1 cm. O ajustamento por minimos quadrados permite a combinagdo de diferentes tipos de observa¢gdes numa solugdo Unica;
permite igualmente a planificagdo de trabalhos de campo de forma a assegurar que as especificagbes prévias de precisdo sdo
alcangadas, incluindo esta simulagdo, no caso de existir alternativa, a sele¢do do tipo de observagées mais adequado (num dado caso
particular, indicar se é melhor observar dire¢des ou distancias, por exemplo), assim como em func¢do das caracteristicas de precisdao

dos instrumentos disponiveis, escolher o mais indicado para um dado projecto.

Com a excepgdo da contagem, uma medicdo envolve a realizagdo de diversas operacdes fisicas como sejam, por exemplo, a colocagdo
de um aparelho em estagéo, a realizacdo da pontaria, a comparacdo com um padrdo e o registo da leitura respectiva, a qual é atribuido
um valor numérico designado por medigdo (numa medigdo direta obtém-se o valor da grandeza pretendida comparando-a
diretamente com um padrdo; numa medigdo indireta o valor da grandeza pretendida é obtido por derivacdo matematica de outras
grandezas medidas diretamente). Considere-se que se utiliza uma fita métrica graduada em centimetros para medir repetidamente
uma distancia exactamente igual a 100 m; devido a graduagdo centimétrica da fita, o operador provavelmente regista valores com
duas casas decimais, podendo erradamente concluir-se que a medig¢do da distancia fornece valores discretos com duas casas decimais.
Na realidade, estes valores com duas casas decimais sdo consequéncias da graduacdo centimétrica da fita e do facto de quem efectua
as leituras ndo estimar os milimetros; supondo que o dispositivo de medida fornecia um ndmero de casas decimais infinito, torna-se
claro que a medi¢do de uma distancia (ou de qualquer outra observavel) pertence a estatistica continua pois do processo pode resultar
qualquer valor, embora a experiéncia mostre que valores mais préximos de 100.00 sejam mais provaveis. Tem-se assim que sdo

necessarios alguns conceitos de estatistica para a realiza¢do do ajustamento por minimos quadrados:

e uma observacgdo, como seja a medi¢do de um angulo, é o resultado de um acontecimento estatistico, representada através
de uma variavel aleatdria

e apopulagdo constitui a totalidade dos acontecimentos, incluindo todos os valores que uma variavel aleatéria pode ter, sendo
descrita por um numero finito de parametros

e uma amostra é um subconjunto da populagdo; por exemplo, se uma distancia for medida 10 vezes, estas 10 observagdes sdo

uma amostra de todas as possiveis medi¢cdes
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Ajustamento de observagdes

Exemplo: considere-se o caso da observagdao de um angulo horizontal entre duas direc¢des, sendo a populagdo composta pela
totalidade dos valores possiveis da variavel aleatéria, o que torna impraticavel determinar todos os valores para obter os parametros
caracteristicos da distribui¢do; na pratica, considera-se suficiente um nimero limitado de observagdes, que sdo utilizadas para estimar

o angulo pretendido.

Os aparelhos utilizados nas observagGes ndo sdo perfeitos, assim como ndo é perfeito o registo e o processamento dos dados.
Classicamente os erros que afectam as observag¢des sdo de trés tipos: erros grosseiros, em geral de grande magnitude, devidos a falta
de cuidado da parte do observador (engano no registo das leituras, por exemplo), erros sistemdticos, que ocorrem segundo um
determinado padrao (uma fita métrica descalibrada, que indica valores maiores (sempre positivos) ou menores (sempre negativos) do
que os valores verdadeiros, ndo sendo eliminados na realizagdo de médias de leituras) e erros aleatérios (em geral de pequena
magnitude, positivos e negativos). Para a realizagdo do ajustamento das observagdes é condigdo fundamental que os erros grosseiros
e os erros sistematicos tenham sido eliminados ou corrigidos, podendo assim o conjunto de observagGes ser considerado como uma
amostra de uma dada variavel aleatéria com distribuicdo normal. Os valores numéricos resultantes da medi¢do de uma dada grandeza
constituem uma amostra da varidvel aleatdria correspondente a essa grandeza. Essa amostra (por vezes constituida por um Unico
elemento) é utilizada para deduzir ou estimar o valor esperado u e a variincia o? da variavel aleatdria respectiva. Os estimadores de p

e de 02 s3o a média aritmética e a variadncia da amostra de dimens3o n:

- _ 1 2 1 - 2
==Yy x, st =—%(E-x)%.

Note-se que % é um estimador n3o enviesado de i e que a sua variancia é igual a 2/n, designando-se o /+/n por erro padrio de %,
normalmente aproximado por s/+/n. Esta férmula indica que quanto maior for a dimens3o da amostra mais precisa é a determinacdo
do pardmetro média da amostra; assim, por exemplo, para duplicar a precisdo de uma dada grandeza medida (direc¢do, distancia) é
7 . . , ~ . 2 P . ~ . 2
necessario quadruplicar o nimero de observagGes dessa grandeza. Note-se ainda que s~ é um estimador ndo enviesado de 0“ mas s

€ um estimador enviesado de a; no caso de se pretender um estimador ndo enviesado para o deve utilizar-se o estimador

I V2 1()
st = = L& —%)? comc, = W , sendo I'(x) a fungdo gama.
n —_—
2
n 2 3 4 5 10 15 20 30 90
n—1 1 2 3 4 9 14 19 29 89

Ch 064 157 255 353 851 1351 1851 2850 88.50

Comparagao dos valores de n, n-1 e ¢, para a estimagdo ndo enviesada de o

Se uma amostra consistir apenas num Unico elemento, ndo é possivel utilizar a expressdo anterior para o calculo do desvio padrao; na
pratica isto ndo constitui um problema pois normalmente o aparelho e a metodologia utilizados para obter essa observagao ja foram
utilizados noutras circunstancias, de onde se obteve uma estimativa para s. Para além disto, os construtores dos aparelhos indicam

para cada aparelho e em condi¢des muito gerais o valor do desvio padrdo de uma medigdo.
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Em caso de duvida, deve ser realizada uma série de testes consistindo em leituras repetidas de forma a determinar o desvio padrao
das observagOes efectuadas por um determinado aparelho. Antes da realizagdo das observagGes é conveniente verificar a
instrumentacdo disponivel e confirmar o desvio padrao das respectivas observagoes, assim como calibrar regularmente os aparelhos

de forma a evitar erros sistematicos.

E muito importante conhecer os requisitos de precisdo impostos a priori, de forma a que o projecto seja correctamente concebido:
ndo interessa obter uma precisdo para as coordenadas melhor do que o pretendido pois isso implica normalmente um custo mais
elevado do que o necessario nem interessa obter uma precisdo para as coordenadas pior do que o pretendido pois isso implica um

aumento do custo por ser necessério repetir as observagdes.

A exactiddo de uma observagao é uma indicagao da proximidade dessa observagao do valor verdadeiro da grandeza que se pretende
medir; assim, para se obter observagGes exactas os aparelhos de medida devem ser regularmente calibrados por comparagdo com um
padrdo, o que permite a eliminagdo de erros sistematicos. A precisdo de uma observacdo esta relacionada com a “perfeicdo” com que
essa observagdo foi obtida, o que depende da qualidade do aparelho utilizado, da respectiva resolugdo (menor unidade de leitura) e
da repetibilidade dessa observagao, factores que influenciam os erros aleatdrios que afectam essa observacado (a repetibilidade traduz
o grau de concordancia entre os resultados de medi¢Ges sucessivas de uma mesma grandeza, efectuadas nas mesmas condigdes:
método de observagdo, observador, instrumento de medida, local, condi¢Ges de utilizagdo e em intervalos de tempo curtos entre

medicOes; a repetibilidade pode ser expressa quantitativamente em termos de dispersao de resultados).

Preciso Impreciso A exactiddo de um conjunto de medidas representa o grau de
proximidade dos valores observados com o valor verdadeiro da

grandeza medida. A precisdo de um conjunto de medidas traduz a

L

dispersdo dos valores observados entre si. Assim a exactiddo é
influenciada pelos erros sistematicos e a precisdo é influenciada pelos

erros aleatdrios. O conceiro de exactiddao aparece sempre ligado a um

apEa

valor de referéncia de uma dada grandeza, utilizado para comparagéo.

Uma precisdo grande ndo reflecte necessariamente uma exactiddo

grande. Na auséncia de erros sistematicos, 6S=0, o desvio padrdo (a

oA = Erro Aleatdno

$5 — Brro Sistemditico precisdo) constitui uma medida de avaliagdo da exactiddo.
Exemplo: como ilustracdo da diferenca entre os termos exactiddo e precisdo, considere-se que uma distancia é medida cinco vezes
utilizando duas fitas métricas: com a primeira obtiveram-se os valores 736.80 m, 736.70 m, 736.75 m, 736.85 m, 736.65 m e com a
segunda obtiveram-se os valores 736.42 m, 736.40 m, 736.40 m, 736.42 m, 736.41 m. Analizando a dispersdo dos resultados pode
dizer-se que a segunda série de observacGes é mais precisa que a primeira série; admitindo que o valor “verdadeiro” da distancia
(obtido por um método mais rigoroso) é 736.72 m, como os valores da primeira série de observa¢des tendem a agrupar-se em torno
do valor verdadeiro, esta série é mais exacta do que a segunda. Manifestamente, a segunda série foi obtida utilizando uma fita afectada
por algum tipo de erro sistematico. Por esta razao, é fundamental utilizar aparelhos calibrados ou de alguma forma corrigir a posteriori

a existéncia de algum sistematismo nas observagGes.
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Admitindo uma distribui¢dao normal,
interpretacdo grafica das duas séries de
» observagdes, com a indicagdo dos
respectivos valores médios, 736.75 e 736.41
» assim como do valor médio “exacto”, 736.72
(os desvios padrdo sdo, respetivamente,

0.0791 e 0.0100)

As medicGes ou observagdes sdo raramente usadas directamente, sendo utilizadas para a obtencdo de posi¢des relativas, areas,
volumes, etc., sendo a relagao entre as observagdes e as quantidades pretendidas definida através do modelo matematico, que se

decompdGe no modelo funcional e no modelo estocastico.

i Precisao
l Resolugao
—_ e — — — — [T
- f

Valor verdadeiro

Exactidao

A figura ilustra os termos exactidao, precisdo e resolugdo: os rectangulos a amarelo representam os valores medidos, sendo o eixo das
abcissas o tempo. Um sensor ideal deveria repetidamente fornecer o mesmo output, correspondente ao valor verdadeiro,
representado pela linha continua a preto. A precisdo ou repetibilidade traduz a dispersao dos sucessivos valores de output. A exactiddo
depende da diferenga entre a média dos valores de output, representada pela linha a tracejado a preto e o valor verdadeiro. A

resolucdo representa a variagdo minima do valor medido que resulta num valor diferente de output, sendo normalmente menor que

a exactidao.
Modelo funcional Modelo estocastico
f_f';' /TN Modelo matematico: o ajustamento por minimos quadrados envolve
.f.f' /f: .-....'x\\ duas componentes indispensaveis: o modelo funcional e o modelo
L N et ) e estocdstico, sendo as observagGes o input para o processo. O modelo
A Modelo matematico q A funcional representa uma simplificacdo da realidade fisica,
O exprimindo matematicamente relacdes entre as observagdes e/ou
= entre as observacbes e outras quantidades designadas por
Observagdes o
o Ajustamento pardmetros; o modelo estocastico introduz informacdo acerca da
/\ : :}, precisdo relativa das observagdes.
o
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Exemplo: suponha que se pretendia determinar a drea de uma parcela rectangular, num terreno plano e horizontal (para evitar
reducdes das observagdes), suposta suficientemente pequena de forma que se pode considerar a superficie terrestre localmente
plana, em vez de elipsoidal. Para o efeito é necessario medir o comprimento a e a largura b dessa parcela, sendo a drea dada por A=ab,
o que define o modelo funcional (as condigdes geométricas ou fisicas do problema). Trata-se agora de ir ao local e efectuar a medicdo
do comprimento dos dois lados do rectangulo, por hipdtese com uma fita métrica, sendo necessario percorrer cada lado, colocando o
zero da graduagdo no inicio da estrema, esticar a fita métrica, marcar no terreno o local da outra extremidade da fita métrica, repetir
0 processo até se alcangar o fim da estrema e somar todos os valores que foram lidos (admite-se que se garantiu que as diversas
medi¢oes foram efectuadas segundo a mesma direcgdo). Devido a alguma(s) fonte(s) de erro cometido nas diversas fases, seja pelo
observador, seja por imperfeicdo da fita métrica, seja por condicbes ambientais, ndo é possivel garantir que o valor obtido para os
lados do poligono sejam o valor exacto, de tal forma que se se repetisse a medi¢do provavelmente obter-se-ia um valor diferente: ndo
ha razdo para aceitarmos um ou outro pois ambos sdo igualmente razodveis. A variabilidade em medigdes repetidos realizadas em
condig¢des similares é uma propriedade inerente aos processos fisicos e deve ser aceite como uma propriedade basica das observagoes,
o que implica a necessidade de completar o modelo funcional com o modelo estocastico, que descreve as propriedades estatisticas

dos elementos envolvidos no problema.

observacoes

|
1 |

modelo estocéstico modelo funcional

Processo de estimagdo por minimos quadrados

ajustamento

|
I 1

controlo de qualidade parédmetros e
das observagoes respectivas precisoes

O modelo estocdstico introduz informagdo acerca da precisdo das observagGes, através da matriz de variancias-covariancias X,. Na
maior parte dos casos esta matriz é diagonal, o que indica que as observagGes sdao nao correlacionadas; por vezes, no caso de
observagOes derivadas de outras observagdes (por exemplo um angulo obtido por diferenca de duas dire¢Ges) ou observagGes que
resultam de um ajustamento anterior, a matriz de variancias-covariancias pode ter elementos fora da diagonal principal ndo nulos. Em
rigor, o ajustamento por minimos quadrados requer como input ndo a matriz X, das observacdes mas a matriz cofactor Q, das
observagdes, cuja inversa é a matriz W, dos pesos das observagdes. O conceito de peso de uma observagdo é uma medida da incerteza
associada a essa observagdo relativamente as restantes observagGes efectuadas, ou seja, traduz o respectivo valor relativo quando
comparada com as restantes observacGes, controlando dessa forma a dimensdo da corregdo que lhe é aplicada . A necessidade da
introducdo deste conceito surge do facto de muitas vezes ndo serem conhecidos os valores (absolutos) dos elementos da matriz de
variancias-covariancias X, das observacSes mas apenas alguma relagdo entre esses valores (por exemplo, observagdes de igual
precisdo, sem se indicar qual é esse valor). Dada uma observacdo cuja variancia é O'iz, define-se um factor de proporcionalidade

arbitrario denominado variancia a priori por unidade de peso, o2, de tal forma que o peso w; dessa observagio é:
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1 o3 P - . . ~ .
Wi X — = G—g, ou w;0? = w,0% = .. = w,0% = 0, ou, na forma matricial: W, = c3 2, !, isto é, o peso de uma observagio é
i i

1

inversamente proporcional a respectiva variancia (a designac¢do variancia por unidade de peso vem do facto de se a variancia de uma
observagdo for igual a 62, entdio o respectivo peso é igual a 1). Nesta definicio dos pesos assume-se que as observa¢des sdo ndo
correlacionadas (independentes); no caso de observagdes correlacionadas os pesos ndo constituem uma forma adequada de descrever

a precisdo relativa dessas observagdes:

SYE
N

aij 1
e = . = — u = — Z .
qii ’ qU G% o Qi cg £

No caso de observagdes ndo correlacionadas, as covariancias sdo iguais a zero e portanto as matrizes de variancias-covariancias,
cofactor e dos pesos sdo diagonais. No caso de observagGes correlacionadas pode acontecer que a matriz cofactor seja singular e
portanto ndo tem inversa, ndo existindo a matriz dos pesos. Se Q, é uma matriz ndo singular, a sua inversa é a matriz dos pesos das
observacdes: W, = Q;* =03 2, . A atribuigdo de pesos as observagdes é tida como uma das tarefas mais complexas no processo de
ajustamento, dependendo do(s) aparelho(s) utilizado(s), do(s) operador(es) envolvido(s) e das condi¢des ambientais que se
verificavam por ocasido da realizagdo das observagdes, assim como de outro tipo de informagdo. Por exemplo, tendo uma distancia
sido medida 3 vezes, depois 6 vezes e ainda 4 vezes, normalmente o peso atribuido a cada uma das médias é 3, 6 e 4, o que é uma
forma bastante grosseira na medida em que para duplicar a precisdo de um conjunto de medidas é necessario quadriplicar o nimero

de observacGes.

Exemplo: dadas 3 observagdes ndo correlacionadas em m de uma dada distancia, £;=136.225+0.010, ¥,=136.233+0.032,
£3=136.218+0.024, tem-se, considerando 002=1: w1=1/0.010?=10000, w»=1/0.0322=976.5625, ws=1/0.0242=1736.111(1); como
alternativa, atribuindo peso 1 a observacdo com maior desvio padrdo, tem-se: W2=1=0'02/0.0322, donde 002=O.0322,

W1=a§/0.0102=10.24, W3=002/0.0242=1.777(7). Em qualquer dos casos, a razdo entre pesos mantém-se.

Exemplo: tendo sido observados os angulos a e B de um triangulo com so.=6" e sg=4", a) calcule pp sabendo que pa=1, b) calcule py

sendo y=180°-a-B.

a) pa=1=0¢/62 => 0¢=36; pp =36/4%=2.25

dy
oz 0]l3, gz 0]—
b)Zv=JTZaBJ=[Z—Z Z—Z][ o ag] 3_3‘:[—1 —1][6" Gg][_ﬂ=36+16=52;pu=36/52=0.7
ap

Frequentemente os dados iniciais (os valores observados) sofrem redugdes. Por exemplo, a refracdo atmosférica afecta de forma

significativa as medigOes de angulos verticais; se as observacgoes originais forem utilizadas no ajustamento, o modelo matematico deve

ser suficientemente geral para estimar os parametros da refragdo; como alternativa, as observagdes originais podem ser corrigidas do
efeito da refragdo utilizando um modelo atmosférico. Como regra geral, quanto menos redugGes forem aplicadas as observagGes
originais, mais geral (complexo) serd o modelo matematico adoptado, o que vai depender do objectivo do ajustamento (se se

pretender estudar a refragdo entdo o modelo deve incluir de forma explicita parametros da refracdo).
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As variaveis observadas em Topografia (desniveis, direc¢Ges, distancias, bases GNSS, por exemplo) sdo varidveis aleatdrias que teriam
valores diferentes se as observagoes fossem repetidas. Do ponto de vista estatistico, o ajustamento de observagGes é um método para
a obtencdo de estimativas de variaveis estocasticas e das respectivas distribuicdes a partir de amostras, so se justificando no caso de
existir redundancia. Antes da realizagdo das observagdes deve ser especificado o modelo funcional que representa o problema em
estudo, através de um determinado nimero de varidveis (pardmetros, observagdes ou ambos) e das relagdes entre essas variaveis. E
importante notar que o mesmo problema pode ser representado por modelos funcionais diferentes, contendo cada um deles
elementos diversos, dependendo de decisdes quanto ao objectivo e extensdo pretendidos; fixado o modelo, designa-se por no o
numero minimo de observagBes que define esse modelo, cujo papel é fundamental no processo de ajustamento, embora ndo seja

necessario especificar nesta fase cada observagao que venha a ser necessaria.

Exemplo:

e 3 forma de um tridangulo plano é determinada por duas varidveis (no=2), que podem ser quaisquer dois dos trés angulos

internos ou as razdes dos trés lados, podendo haver rotagdes e ampliagdes/reducdes do tridngulo, mantendo-se a forma:

b1
1. ,
] ‘ q Y a, B
o al 2. o,y
A ‘ 3. B,y
< c f \ 4. a/b,b/c, c/a

e adimensdo e a forma de um tridangulo plano sdo determinados por trés varidveis (no=3), que ndo podem ser os trés angulos
internos pois é necessaria uma dimensdo linear para fixar a escala de forma a evitar ampliacées ou redugdes, podendo

seleccionar-se diversas opgGes como sejam dois angulos e um lado, dois lados e um angulo ou trés lados:

a
bO \ /v o\
0‘ C
/> \/

C
e a dimensdo, a forma, a orientacdo e a posicdo de um triangulo plano

1. o,B,a a,B,b; opB,c
a,v,a; a,¥,b; a,y,c
Bv,a; Bv,b; Byc
a,b,a; a,b,B; ab,y;

a,cB; acy;

b,c,a; b,c,B; by

N oo o~ W
o
o
£

relativamente a um dado referencial sdo determinados por seis varidveis
(no=6), duas para fixar a posi¢do de um ponto (um dos vértices do triangulo,
por exemplo), uma para fixar a escala (o comprimento de um dos lados do

triangulo), uma para fixar a orientagdo do triangulo e duas para fixar a forma

do triangulo.
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Como foi dito atras, uma vez escolhido o modelo, fica definido o nimero minimo de varidveis no que determinam esse modelo. Se o
numero de observagdes realizadas ndo for suficiente para calcular as no varidveis, o problema ndo tem solug¢do; sendo n o nimero de
observacgdes, supostas funcionalmente independentes (ou seja, ndo é possivel derivar alguma das observagdes a partir das n-1
observagdes restantes), se n > no existe redundancia ou nimero de graus de liberdade: r = n - no, que tem significado apenas quando
as observagdes e o modelo sdo mutuamente consistentes (veja-se o exemplo da determinagdo da forma e dimensado do triangulo
plano, em que no=3; mesmo que por hipdtese cada um dos trés angulos tenham sido observados duas vezes, ou seja, n=6, e

portanto a redundancia r = 6-3 = 3, o problema ndo tem solugdo porque a escala e portanto a dimensdo nao fica determinada).

Exemplo: Designando os trés angulos internos de um triangulo por a, B, y e assumindo que a determinagao da forma do triangulo é o

problema a resolver, tem-se, como ja se viu, no=2; considerem-se as seguintes possibilidades:

e cada angulo é observadoumavez,n=3,r=3-2=1

e cada angulo é observado duas vezes,n=6,r=6-2=4

e 0angulo a é observado duas vezes e os restantes angulos sdo observadosumavez, n=4,r=4-2=2

e o angulo a é observado quatro vezes, n =4, r =4 — 2 = 2; no entanto, o problema nao pode ser resolvido com este conjunto
de observagbes; neste caso o problema inicial tem que ser reformulado, reduzindo-se a determinagdo do angulo a, em que

no=1, r =4 — 1 = 3, obtendo-se uma estimativa Unica para o angulo em questao.

2. Principio dos minimos quadrados

Devido as propriedades estocasticas das observagdes, as observacées redundantes ndo sdo geralmente compativeis com o modelo
funcional, pois qualquer subconjunto de observacGes de dimensdo no da origem a resultados diferentes. Por exemplo, quaisquer dois
dos trés angulos medidos de um triangulo é suficiente para determinar a respectiva forma; no entanto qualquer par possivel desses
angulos resulta num triangulo diferente do que o obtido com outro par de angulos (inconsisténcia). Assim, ndo é possivel obter um

resultado Unico independentemente do par de angulos considerado a ndo ser que acrescente um critério suplementar.

O conjunto original de observagdes vai ser designado pelo vector ?, que apos a realizagdo do ajustamento, vai ser substituido pelo

vector das estimativas £ compativeis com o modelo, o que implica que as relagGes funcionais que constituem o modelo funcional sdo

aceites como mais importantes que o conjunto de observagdes originais (por consequéncia, apds a realizagdo do ajustamento, as

relagdes funcionais permanecem inalteradas, sendo estritamente verificadas pelo novo conjunto de estimativas ?).
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Exemplo: considere-se a rede de nivelamento geométrico representada na figura,
que contém a marca de nivelamento MN de altitude conhecida (102.251 m) e os
pontos 1, 2 e 3 cujas altitudes x1, x2 e x3 se pretende determinar, tendo para o
efeito sido observados os 5 desniveis €1=5.011 m, £,=2.989 m, £3=8.018 m,
£4=1.009 m e €5=8.992 m. O modelo matematico é linear pois as equagbes que

relacionam os 3 parametros xi1, X2 e x3 € as 5 observagGes 21, €2, €3, €4 e €s5sdo

lineares, envolvendo apenas somas e subtragdes. Para efectuar o transporte da

altitude de MN para os pontos 1, 2 e 3 sdo suficientes 3 desniveis, isto €, o numero

minimo de observagdes (desniveis) que permitem resolver o problema é no=3. Tendo sido observados n=5 desniveis, a redundancia é
r=n-no=2 e sendo o numero de parametros u=3, o numero de equagdes que é possivel estabelecer entre as 5 observagdes e os 3
parametros é c=r+u=5. Se apenas tivessem sido realizadas as 3 observagGes indispensaveis para resolver o problema anterior, por
exemplo €1, 83 e s, qualquer erro que tivesse sido cometido nalgum dos desniveis ndo seria detectado e portanto as altitudes obtidas
poderiam estar erradas. Ha portanto toda a vantagem em efectuar observagGes redundantes que permitem nao s6 detectar erros nas

observagGes mas também aumentar a precisdo do resultado final.

A realizacdo de observagdes redundantes tem como efeito secunddrio o aparecimento de inconsisténcias devidas aos erros que
afectam as observagdes: por exemplo, no caso da rede de nivelamento anterior, considerando o circuito fechado que liga a marca de
nivelamento BM aos pontos 1 e 2 tem-se €1+8,-€3=5.011+2.989-8.018=-0.018%0, ou a altitude do ponto 2 serd diferente consoante o

percurso: MN+£1+€2=110.251 m e MN+£s-84=110.234 m. Para resolver o problema é necessario introduzir varidveis adicionais

designadas residuos ou correcgdes as observagdes: €1+y1+82+y2-83-y3=0, MN+L1+y1+82+y2=MN+L&s+ys-L4+ys que tornam as equagdes
anteriores verdadeiras e cujo valor sera obtido apds a realizacdo do ajustamento, permitindo a obtencdo das observagées ajustadas

? = ¢ + y, compativeis com o modelo.

Exemplo: considere-se o caso da medi¢do de um angulo; o modelo é composto por uma variavel aleatdria a, com no=1. Se o angulo
for medido 2 vezes (n=2), ha uma observagao redundante e a inconsisténcia de ter 2 valores ai e a. diferentes tem de ser resolvida.
Sejam y1 e y2 dois residuos que quando somados a a1 e oy, respectivamente, fornecem uma estimativa Unica para o angulo, isto &,
a1 +vy1=az2 +vy2=@& Supondo a;=30°26', a,=30° 28’, os residuos y1=+1.5" e y>=-0.5" conduzem aos valores ajustados o1 + y1 =
30°27.5" eaz+y2=30° 27.5" iguais; da mesma forma os residuos y1=+2’ e y>=0’ conduzem aos valores ajustados az +y1=30° 28’
e az +y2=30° 28’ iguais; ou ainda os residuos y1=+1’ e y2=-1’ conduzem aos valores ajustados ai+y1=30°27" e az+y2=30°27
iguais. Ndo ha duvida que a introducdo dos residuos permite eliminar inconsisténcias mas é necessario definir um critério para
escolher das infinitas solugGes possiveis a mais conveniente. O critério seleccionado para escolher um dos infinitos pares de residuos
tem o nome de critério dos minimos quadrados, segundo o qual a soma dos quadrados dos residuos deve ser minimizada; no exemplo

tem-se respectivamente:
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®=y2 +y2=152+(-0.5)? = 2.5,

O=yf+y;=22+0" =4, L

- 1 ¢ -
— 2,02 _ 12 2 _ : v 1.0
(D_]/1+]/2_1+('1) =2. p {
i i i 7 'ffl
=y 05

‘ 7P i
Geometricamente, atribuindo o eixo das abcissasa &; ' '

| L e e

. A ~ A . +1 0 '

e o eixo das ordenadas a &,, pretende-se que @,= &, Yy P

condicdo representada pela . Os valores @
observados a1 e a2 definem o ponto P, que deve ser
substituido pelo ponto P’ sobre a bissectriz, de tal
forma que a distdncia PP’ seja minima (PP’

perpendicular a bissectriz).

Sendo os dois conjuntos fefem geral diferentes (quando r =0, f= _f), o vector dos residuos das observag¢des dado pory = £-7 tem
um papel importante no processo do ajustamento pois da analise dos respectivos elementos é possivel testar a adequag¢do do modelo

adoptado a realidade, o que por vezes pode levar a uma remodelagdo completa do problema, substituindo-se o modelo.

De todas as possibilidades para a selec¢do do vector dos residuos y, existe um conjunto que para além de ser consistente com o

modelo, satisfaz o critério dos minimos quadrados, cujo objectivo é garantir que as estimativas £ sdo tdo préximas quanto possivel

S
com o conjunto ¢ original das observagGes, entrando em consideragdo com as respectivas propriedades estocasticas:

©=y'W, ¥ =3I, (w;y?) seja minimo, onde W, é a matriz dos pesos das observacdes, W,=Q, ™!, Q, é a matriz cofactor das
observacdes. Note-se que a aplicagdo do critério dos minimos quadrados ndo requer o conhecimento a priori da distribuicdo das

observagdes, bastando que as matrizes W, ou Q, sejam conhecidas.

Exemplo: considerem-se os pontos A, B e C, pretendendo-se calcular as distancias x=AB e y=BC; para o efeito observaram-se as trés

distancias indicadas na figura, igualmente pesadas, podendo estabelecer-se as trés equagdes seguintes

= ¥+ v=30 =
x=15
.1.'—1.5—-|-—_'|.-— l.4 y=14
o . ] x+y=30
A B C
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Os valores de x e y podem ser obtidos a partir de quaisquer duas das trés equagdes anteriores, embora esses valores variem consoante
a combinacgdo escolhida devido ao facto de as observagdes conterem erros. Introduzindo nas equagdes os residuos, tem-se
x+y=30+vy;
e a solugdo por minimos quadrados é ® = Y*'WYy = YL, (w;y?) seja minimo, isto ¢, ® = (x — 1.5)%+(y — 1.4)? + (x + y — 3.0)? seja
minimo, donde (considerando os pesos unitarios):
(g Le]
i 2(x—15)+2(x+y—3.00=0
ao
ka_y: 2(—14) +2(x+y—3.00=0

{2x+y=4.5
X+ 2y =44

{x = 1.533
y = 1.433

¥, = 1.433 — 1.400 = 0.033

{ 1 = 1.533 — 1.500 = 0.033
¥s = 1.533 + 1.433 — 3.000 = —0.033

3. Aplicagdo do principio dos minimos quadrados

O modelo matematico representa o ponto inicial do procedimento, a partir do qual o ajustamento pode ser aplicado, seleccionando-
se entdo a técnica particular de minimos quadrados, cujo processo de célculo fornece estimativas das variaveis do modelo assim como
das respectivas matrizes cofactor e de variancia-covariancia; em seguida, é necessario avaliar estatisticamente o resultado, o que pode
levar a uma remodelagdo do ajustamento se o modelo adoptado ndo for adequado. Fixado o modelo e partindo de um determinado

conjunto de dados, o ajustamento por minimos quadrados produz uma solugdo Unica, independentemente da técnica utilizada.

Para além das observacdes, o modelo pode igualmente incluir outras varidveis também aleatdrias designadas por parametros (para as
distinguir das observacgGes, cujo valor a priori é conhecido, enquanto que inicialmente os pardmetros, ndo resultando de uma

amostragem, tém valor desconhecido, posteriormente obtido apds a realizacdo do ajustamento) e constantes numéricas. O nimero

=
de parametros incluidos no ajustamento designa-se por u, utilizando-se o vector Ay 1 para representar o conjunto de parametros.

A técnica adoptada de ajustamento por minimos quadrados opera sobre um dado conjunto de equag¢des que descrevem o modelo

funcional. Distinguem-se dois tipos de equagGes: equacgdes de condicdo (um ajustamento contém sempre equagbes de condicdo), que

incluem uma ou mais observagGes e eventualmente parametros e equacgoes de constrangimento, que ndo incluem observagdes,

relacionando apenas parametros e eventualmente constantes.
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As equacdes de condicdo e de constrangimento incluidas num ajustamento sdo muitas vezes ndo lineares e por consequéncia tém de
ser linearizadas através de um desenvolvimento em série de Taylor onde apenas se retém os termos de ordem zero e um; por esta
razdo, é necessario um processo iterativo que atenue o facto de se desprezarem os termos de ordem igual ou superior a 2, assim como
é necessdria uma aproximacao inicial para os parametros, cuja escolha tem um papel importante na resolugdo do problema, embora
nao exista uma forma objectiva para seleccionar essa aproximagao inicial para o processo iterativo. Deve realgar-se que o método dos
minimos quadrados se aplica somente a modelos lineares, ndo fazendo o processo de linearizacdo, quando as equagdes forem nao

lineares, parte do método dos minimos quadrados. E igualmente necessario definir um critério de paragem do processo iterativo.

Considerando um conjunto de m fung¢des n3o lineares F(X)=0, onde X1 é o vector das p varidveis desconhecidas (observagbes

0

ajustadas e/ou parametros), se Xp1° representar o vector da aproximacao inicial dos valores das varidveis, retém-se os termos de

-
ordem zero e de ordem um do desenvolvimento em série da fung¢do F:

F®) + 05—@ v . AR) = 0,

onde A(X) é o vector px1 das actualizagdes da aproximacio inicial em cada iteragdo e o conjunto das derivadas parciais de F
relativamente aos elementos do vector das varidveis constitui uma matriz mxp, designada por U, isto é U. A(X)=- ﬁ(io), de onde se tira
A(X), de tal forma que na iterac3o seguinte a aproximac3o utilizada é X° + A(X) e assim sucessivamente até ser verificado um critério
de paragem do processo iterativo, sendo a estimativa final de X a soma da aproximac3o inicial X° mais todas as actualizagdes A(X).
Note-se que o método dos minimos quadrados é aplicado em cada iteracdo sobre um conjunto linearizado de equacgdes, ndo

dependendo do processo de linearizagdo.

Exemplo: determine a solugdo por minimos quadrados do seguinte sistema de equacdes ndo lineares

Xx+y—2y2+4=0
x2+y2-8=0
3x2—y?2-77=0

Trata-se, em primeiro lugar, de linearizar as 3 equagdes em torno do ponto (xo, Yo)=(2, 2), uma das solugGes do sistema constituido
pelas primeiras duas equagdes do sistema original:
2 a 2 a 2
(o +yo—2yo +4) +-(x+y—2y +4)IoX+a—y(X+y—2y +4Dly=0
2 2 a 2 2 6 2 2
(x0T Yo _8)+&(X t+y _8)|0X+6_y(x +y?=8)oy=0

2 2 a 2 2 6 2 2
(3x0—y0—7.7)+&(3x -y _7'7)|0X+6_y(3x —y*=77)]oy=0

(Xo +yo —2y§ +4) + (Dx + (1 —4y))y =0
(x5 +y6 — 8) + (2x0)x + (2yo)y = 0
(3x§ —y5 = 7.7) + (6x¢)x — (2y0)y = 0
x—7y =0
4x+4y=0
03+12x—4y =20
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Incluindo residuos em cada equagéo, tem-se:

X=7y =Y
X+ 4y =v,
12x— 4y + 0.3 = y;

Aplicando o principio dos minimos quadrados, vem @ = Y'Wy =YL (w;y?) minimo, ou seja,

® = (x—7y)? + (4x + 4y)? + (12x — 4y + 0.3)2 minimo,

donde

0P
( 22 2(x—7y) + 2(4x + 4y)4 + 2(12x — 4y + 0.3)12 =0

{ ox
f3L0)

kg =2(x—=7y)(=7) +2(4x + 4y)4 + 2(12x — 4y + 0.3)(—4) =0

{ 332x — 78y +7.2=0
—78x + 162y — 2.4 =0

{x = —0.02125000000
y = 0.004583333333
Actualizando o valor da aproximagdo inicial, (xo, yo)=(2, 2) para (xo, yo)=(1.97875, 2.004583333333), repete-se o procedimento até se

obterem corre¢Ges ao ultimo valor de (x,y) insignificantes, obtendo-se a solugdo (xo, yo)=(1.98, 2.01) ao fim da terceira iteracdo.
4. Ajustamento apenas com equacgdes de condi¢do — caso geral ou misto

Neste conjunto de técnicas de ajustamento, os parametros, se existirem, sdo funcionalmente independentes. Em principio, é possivel
efectuar o ajustamento utilizando apenas as observac¢des, se bem que em muitos casos é conveniente incluir os parametros pois
geralmente sdo precisamente as varidveis que interessa obter. O ajustamento tem inicio com a especificagdo do modelo a utilizar, em
particular o modelo funcional, através da determinagdo de no; dadas n observagdes, é importante verificar se sdo suficientes para
determinar o modelo; se for esse o caso calcula-se a redundancia r=n-no, que significa que entre as n observacGes é possivel
estabelecer c=r equag¢des que verificam o modelo (se n=no, r=0 e as observagdes satisfazem o modelo; se n=no+1, r=1 e é necessario
escrever uma equagao que relacione as n observagées, etc.). Considere-se entdo a existéncia de parametros: se é possivel escrever r
equagdes quando ndo ha parametros, se se acrescentar ao modelo um parametro (desconhecido) podem escrever-se r+1 equacées
de condigdo, sendo esta nova equacgdo necessaria para a determinagdo da variavel suplementar e para manter a redundéancia. Havendo

u parametros independentes no ajustamento, o nimero de equagdes de condicdo é c=r+u.

Este caso, como foi dito, é o caso geral; os casos especiais dependem do niumero u de parametros incluidos no ajustamento, ocorrendo
o limite inferior quando u=0 e o limite superior quando u=no pois neste caso c=n (se u excedesse no, entdo o numero de equagdes de

condicdo seria maior que o numero de observagdes, o que ndo é possivel a ndo ser que os parametros ndo sejam independentes.
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N
Resumindo, tem-se entdo r<c<n, 0 <u < no. Havendo assim um total de c=r+u equagdes lineares ou linearizadas F, fun¢do de

oF

dF « ..
e B= — contém os coeficientes nas
v A

n + u incégnitas, cuja forma geral, na forma matricial é A(? +y)+ BA= 8, onde as matrizes A=

N
equagodes dos residuos e dos parametros, respectivamente, e d é o vector de constantes ou, de outra forma,
Ac,nVn,l + Bc,uAu,lz f(:,1 ’

- — — —
com f=d-A#, onde ¥ é o vector dos residuos, A o vector dos pardmetros ou das correcbes aos pardmetros no caso linearizado.
Como c < n+u, ndo hd uma solugdo Unica para a equagdo anterior; para que isso aconte¢a é necessdrio acrescentar o critério

dos minimos quadrados ® = Y*WY -> minimo, sendo W a matriz dos pesos das observagdes.

Para impor o critério dos minimos quadrados utiliza-se 0 método dos minimos condicionados por multiplicadores de Lagrange,
representados por A = —ZEt,sendoovector Ec,l (ainda) desconhecido. Assim, pretende-se determinar o minimo da func¢do
@ =7*W,V-2K'(AY+BA-1), emque (Ay+BA-1) =0. Para minimizar @ igualam-se a zero as respectivas derivadas em relac3o a

-

Ye a_ﬁ, isto é:

99" _ oot omita _ Tt
= 2V'W, — 2K'A = 0
% — _2K*B =0

Y

gque com a expressao

AV+BA=T

constitui o chamado sistema de equag¢des normais.

Para a resolugdo deste sistema seguem-se os seguintes passos:

e da primeira equacio obtém-se o valor de ¥:

VW, =ktA & y=ktAW,t & =AW, )t = W, DAk =(W,H 1A'k & ¥ = W, ' A’k

e substitui-se ¥ na terceira equacio e determina-se o valor de k:
A(W, *A'K) + BA — F= 0 < A(W, 'AK) = f— BA & (AW, 'A")k = f— BA & k = (AW, 'A") ' (f — BA)

e substitui-se o valor de k na expressdo de y:
v = W, A (AW, AN T (F— BR)] ¢ § = W, TAY(AW,'AY) T (- BA)
e  substitui-se o valor de k na segunda equacdo para determinar A:
—2K'B = 0t & —2[(AW,*AY) ' (F— BA)]'B = 0t & [(AW, 'A%) 'f— (AW, "'A%) "BE)]'B = 0 ¢
[(AW, 1A ' T'B—[(AW, *AY) " BE)]'B = 0 < [(AW, 'AY) f]'B = [(AW, AY) T BA)]'B <

([(AW, A0 HBY = {[(AW,'AY) TBE)]'B )t @ BE (AW, AY) | = BU(AW,'AY) 'BA] @
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BE[(AW,*A%) "BA] = BY[(AW,'AY) F ¢ [BY(AW,A%) 1B 4 = BE(AW,'AY) F @
& =[B(AW,*A")'B] ™" [BE (AW, *AY) ]

ou, pondo N = Bt(AWg_lAt)_IB et= Bt(AW[lAt)_l? tem-se:

Resolvido o problema do ajustamento, tem-se:

=% +7.

Para além da deducgdo das expressdes que fornecem os valores mais provaveis das grandezas pretendidas, é necessario determinar a
precisdo de cada uma dessas grandezas. Se a matriz £, de variancias-covariancias das observagdes for conhecida, podem calcular-se

os pesos absolutos das observacoes:
_ 2y 1
W{) = 0'02{) .
Se nado for conhecida a matriz de variancias-covariancias das observagdes, é necessario atribuir pesos relativos as observagées:
W — 22 _1_ =il
=002, =Q; .

Utilizando a férmula da propagagdo de variancias-covariancias podem obter-se:

t —1- —1-,
o Qu=larQelir=35 Qo3 = S (NTU[BY(AW, A T} Qo (NI B (AW, AY) T}t

P
it

2 (NT'BY(AW,T'AY)Td — NTIBY(AW, A T AD)} Qo (NTTBY(AW, TIAY) Td — NTIB(AW, TIAY) TAD)]} ) =

NI BY(AW, A (d — AD)]} Qo (N[ BY(AW, AN T (d — A} =

-N“IBY(AW,1AY) A Q, (—N"1BY(AW, AY) A)t = -N"IB(AW,'A) AW (-N"1B(AW, 1AY) T A)t =
N"IBY(AW, 1AY) TA W [—AY (AW, T1AY) T B(N1)Y] = -NTIBE(AW,TTAY) A WL (—AY) (AW, AY) BN~ =
N~BE(AW,*A") ' (AW~ AD (AW, *AY) T BN~T = N~!Bf(AW, *AY) "BN~'=N"'NN~!=N-!

o Q=] Qs = QA AW, TAHTTAQ, - Q, A'(AW,'AY)TIB Q4B (AW, TANTTAQ,

e Q=Q,—Q

o Q= AQA"

o Q=(AQAY-(AQAYTTBNT'BY(A QAN

y'wy

————  Desta forma tem-se:
redundancia

Ap6s a realizacdo do ajustamento obtém-se a variancia a posteriori, dada por s3=

o Zp-5Qa
[ ] Zz,zsg Qz,

* I-s3Qy
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5. Ajustamento apenas com equacgbes de condi¢do — casos particulares

O método dos minimos quadrados tem sido normalmente aplicado em dois casos particulares, no primeiro as equag¢des de condigdo
contém apenas observagdes, isto é, u=0, e portanto o numero de equagdes a estabelecer é igual a redundancia e no segundo cada
equacdo de condi¢do contém apenas uma observagdo e portanto o numero de equagGes a estabelecer é igual ao nimero n de

observacoes.

a) Modelo condicional (ajustamento apenas com observagdes): como ndo ha parametros, u=0, A=0eB=0e portanto o caso

geral Ay + BA=T reduzsea A Y= ?, com f=d-A _{3, com c=r. De forma idéntica, as expressGes obtidas para o caso geral reduzem-se

a:

K= (AW, 'A% 'f

o ¥ = W, A (AW, TAY) ' F= QAtk
e Q= Q A'(AW,TANT'AQ,
e Q=Q,— Qy

Exemplo: considere-se novamente a rede de nivelamento geométrico representada na figura, que contém a marca de nivelamento
MN de altitude conhecida (102.251 m) e os pontos 1, 2 e 3 cujas altitudes x1, X2 e x3 se pretende determinar, tendo para o efeito sido

observados os 5 desniveis €£1=5.011 m, €,=2.989 m, £3=8.018 m, £4=1.009 m e £5=8.992 m.

Para efectuar o transporte da altitude de MN para os pontos 1, 2 e 3 sdo suficientes 3
desniveis, isto €, o nUmero minimo de observagGes (desniveis) que permitem resolver o
problema é no=3. Tendo sido observados n=5 desniveis, a redundancia é r=r=n-no=2 e
sendo o numero de parametros u=0, o numero de equacbes que é possivel estabelecer
entre as 5 observag¢des é c=r=2. Considerem-se assim as duas equagbes de condi¢do

seguintes:

{£1+V1+fz+VZ_‘€3_V3=0
f3+V3+€4+V4_€5_V5=0

ou, na forma matricial, AV = f:

[
[V2]
[1 1 -1 0 0] Vs | = 0.018
0 0 1 1 -1 [v‘ —0.035
4
Vs
cuja solugdo é dada por:
[t 0
1 1 1 0 0 | 1 0l 3 1
—1AT _ - _ — -
e PO | S S o I
0 1
0 -1
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Ajustamento de observagdes

113 1
—1AT\-1 — _
(APT*AH) ™ = 8[1 3
. > 113 1771 0.018 0.002375
— (AP-1ATV-1f = = ‘ = 4
k= (APT"A") = 8[1 3] [_()_()35 —0.010875]
r10 [ 0.002375
1 o | 0.002375|
i R [ e
0 1 : l—0.010875J
0 -1 0.010875
5.013375
. . 2.991375]
tq =4, + 7 =18.004750
[0.998125J
9.002875

. 102.251 + 5.013375 107.264375
A= [102.251 + 8.004750] = [110.255750] - altitudes dos pontos 1, 2 e 3
102.251 + 9.002875 111.253875

b) Modelo paramétrico (ajustamento por observagdes indirectas): neste caso, o ajustamento inclui observagdes e parametros,
com a restricdo de cada equacdo conter apenas uma observacdo, ou seja, o numero de equagdes é c=n, u=no, 0 que significa que a
matriz A é a matriz identidade de ordem n. As equagdes de condi¢do sdao dadas por ?+ Yy +B A=d ou y +B A= (—2” 1F E) = f.De

forma idéntica, as expressdes obtidas para o caso geral reduzem-se a:

e y=f-BA

e A=N"1%comN= B'W,Bet=B'W,f
e Qa=N""

e Q = Q —BNB!

* Q=0Q—-Q

Exemplo: considere-se novamente a rede de nivelamento
geométrico representada na figura, que contém a marca de
nivelamento MN de altitude conhecida (102.251 m) e os pontos
1, 2 e 3 cujas altitudes x1, x2 e x3 se pretende determinar, tendo

para o efeito sido observados os 5 desniveis £1=5.011 m, £,=2.989

m, £3=8.018 m, €4=1.009 m e €5=8.992 m.
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Ajustamento de observagdes

Para efectuar o transporte da altitude de MN para os pontos 1, 2 e 3 sao suficientes 3 desniveis, isto €, 0 nimero minimo de
observagdes (desniveis) que permitem resolver o problema é no=3. Tendo sido observados n=5 desniveis, a redundancia é r=n-no=2 e
sendo o numero de parametros u=3, o nimero de equagbes que é possivel estabelecer entre as 5 observagbes e os 3 parametros é

c=r+u=>5. Considerem-se assim as cinco equagdes de condig¢do seguintes, onde cada equagdo contém mais do que uma observagdo:

{MN+‘£1+V1+’€2+V2_X2=0

MN+‘£3+V3+‘£4+V4_X3=0
MN+ €5 +vs—€,—v,—%x, =0 ou, na forma matricial AV + BA = f
MN+‘£3+V3 ‘EZ _X1—0

kMN+‘£5+V5_‘£4_V4_’€2_V2_X1—0

[1 1 0 O 0][1/1] 0 -1 0] 110251
[0 0 1 1 O]jv2]] O 0 —1] |111278|
0 0 0 -1 1llvsl+l 0 -1 OI ]—- 110.234 , cuja solugdo é dada por:
0 -1 1 0 O0fjvayi—1 0 0 107280
0 -1 0 -1 1lbvsdl—1 0 0 107245
1 10 0 0111 O 0 0 0 2 0 0 -1 -1
[0 0 1 1 0} [1 0 0 -1 —1} [0 2 -1 1 -1
AWAT = |0 0 0 -1 1llo 1 0 1 ol=1 0 -1 2 0 2
|l0—11 00“01—1 0_1J|l_11021|
0 -1 0 -1 11to o 1 0 1 -1 -1 2 1 3
1 0 0 1
[ 0 2 -2 2}
(AWIAH)Y 1 =11 -1 4 2 —4
l 0 -2 2 3 —3|
l 1 2 —4 =3 5J
[ 1 0 -1 0 1][ 0 -1 0]
0 0 0 -1 —-11] O 2 -1 =2 211 0 0 -1
N=B(AW‘1AT)‘1B=[—1 0 -1 0 0] -1 -1 4 2 -4 0 -1 0=
0 -1 0 0 0 0 -2 2 3 =-3||—-1 0 0
1 2 —4 -3 51 1-1 0 0
0 -1 0]
-1 0 2 0 —21] O 0 —1] 2 -1 0
[ 0 1 -3 -2 3] 0 -1 0 =[—1 3 —1]
0 -2 1 2 =21 (-1 0 0 0 -1 2
-1 0 0
[—110.251]
0.625 0.250 0.125 . [T 0 2 0 —21 |—-111.278] 104.273
N~ =[0.250 0.500 0.250],?=BT(AW‘1AT)‘1f=[ 0 1 -3 -2 3] |—110.234 =[112.249l
0.125 0.250 0.625 0 -2 1 2 —21 1-107.280 112.252
l—107.245J

. 0.625 0.250 0.125]7 [104.273 107.264375
A=N"'t=(0250 0.500 0.250| |112.249| =[110.255750| -> altitudes dos pontos 1,2 e 3
0.125 0.250 0.6251 1112.252 111.253875

Como era de esperar, obtiveram-se os mesmos valores para os parametros (altitudes dos pontos 1, 2 e 3), independentemente do

modelo utilizado.
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Exemplo: considere-se o problema da determinagdo da forma de um triangulo plano (2 angulos, u1 e uz), tendo sido observados os

trés angulos internos a, B, Y. Neste caso as equagbes sdo lineares nos parametros (que sdo as proprias observagdes ajustadas), tendo-

se no=2, n=3, r=1, de tal forma, como se viu atrds,r<c<n,0<u<ne:

e considerando u=0 (modelo condicional, cada equacdo contém apenas observagdes)) vem c=r+u=1, isto é,

a+ve+B+vg+y+v,=180°0u vy +vg+v, =180°—a— B -y, ou, na forma matricial,
Va
Vsl=[180° —a=B-]

Vy

[1 1 1]

e considerando u=1 (modelo geral, cada equacdo contém observacdes e pardmetros) vem c=r+u=2, isto é,

at+tvg—u=20 Vg —uU=—0 ; ool
{B+vﬁ+y+vy—(180°—u)=0 ou {VB+VY+U=180°—B—Y'OU’na orma matricial,

[311‘3

ﬂuz[180°_—a6 - y]

e considerando u=no=2 (modelo geral, cada equacdo contém observacdes e pardmetros) vem c=r+u=3, isto &,

a+veg—u; =0 Va = = —Q

B+vg—u, =0 ou vg—u; = —f ou, na forma matricial,
u1+B+VB=180° VB+vy+u1=180°—B—y

1 0 O

010 —1 [0 ]=

01 1 2 180 - B Y

e considerando U=no=2 (modelo paramétrico, cada equacdo contém apenas uma observagdo e pardmetros) vem c=r+u=3, isto

at+vg—u; =0 Vg —U; = —
é, B+vg—u, =0 ou vg—up = — ou, na forma matricial,
y+vy—(180°—u1—u2)=0 vy +u; +u, =180° —y
1 0 0
u
00 1 180 y

Ainda no método paramétrico, este problema pode ser resolvido utilizando um modelo funcional tomando as coordenadas como

parametros, supondo que ha dois pontos fixos, A e B, de coordenadas conhecidas: no=2, n=3, r=1, u=no=2, c=3:

(X+V(1_RAB+RAC:0 V(X+RAC=_(X+RAB
B+vg—Rpc+Rpa=0 & vg —Rpc =B —Rpa  (estas equagdes tém que ser linearizadas)
Y+VY_RCA+RCB=0 VY_RCA+RCB=_Y

O modelo funcional ainda pode ser alterado incluindo observac¢des de distancia.
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Exemplo: os 3 angulos internos de um triangulo plano sdo ¢, =45°25' 01", ¢, =65°20' 00", ¢, =69°15' 02'. Obtenha a

estimativa por minimos quadrados dos 3 angulos supondo que as observagdes sdao ndo correlacionadas e de igual precisdo.

Exempo: a figura (ndo estd a escala) representa um ponto

X 1 objecto P fotografado a partir de 3 camaras fotograficas
4 4 b
Iy Is terrestres, localizadas sobre o eixo X1 do referencial adoptado,
P (x1, x3) coincidindo o eixo X2 desse referencial com o eixo 6ptico da

camara localizada em S1 (os eixos dpticos das 3 cdmaras sdo
considerados paralelos e horizontais). Sendo p=100 mm e tendo-
se medido 1:1=16.5+£0.10 mm, 1,=3.840.10 mm, 13=20.4£0.10 mm

P g " sobre cada uma das imagens e 14=10.0+0.05 m, 15=8.0+0.05 m no
1 2 3

terreno, sem correlagdo entre eles, obtenha as coordenadas do

P
3
lhs
-

ponto P, assim como a variancia a posteriori e as matrizes
cofactor e de varidncia-covariancia dos parametros e das

observagdes ajustadas.

O primeiro passo consiste em determinar o valor de no, independentemente das observagdes realizadas. Fixado o referencial com
origem em Si, sdo necessarias 2 variaveis para representar as coordenadas de P; para além destas varidveis, sendo o ponto P obtido
geometricamente como intersecgdo de rectas que contém cada um dos pontos S1, Sz e S3, sdo necessarios outras 2 varidveis para fixar
a posicdo destas duas ultimas cdmaras no eixo X1, ou seja, um total de 4 varidveis que definem a geometria do problema. Tendo sido
efectuadas n=5 observag¢Oes, tem-se r=n-n0=1; sendo u=2, c=r+u=3, isto é, podem ser estabelecidas 3 equag¢des de condigao

independentes que relacionam as 5 observagdes e os 2 parametros:

( £1+vy _X
p X2 { Fl ={’1X2+V1X2—pX1 =0
Y Lytva—
3 ZJIZVZ = 4+:: s < 4 Fy = €,%, + VyXy — ply — pvs + pxy =0
L34V3 _ LatVatls+vs—Xy LF3 = {3X; + V3X; — pfy —pvy — pfs —pvs + pxy =0
\ p - X2

Linearizando estas equacgdes, tem-se:

( F; = £1x3 — px{ + vix3 —px? + £1x3 =0
Fy = #5%x; +vox, —pfy —pvy +px; =0

sz = {¥3X; + V3Xy — pfy — pvy — pfs —pvs + px; =0
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Ajustamento de observagdes

Pondo Az 5 = aF/av , B3y = aF/ax ,tem-se AV + BA = f, com

X370 0 0 0 px) — £1x)
x) 0 —p 0 |V3 + p {’z Lol =] plea—x0) -2
0 x§ —p -p p(£4+£5—x}) — £3x)

Calculando o valor da aproximagdo inicial para os parametros, tem-se:

o _ *tap 10mx100 mm

= = ~ 49.26108
= e, 20.3 mm m
£,x9 .
xi’ — ¥ _ 165mmx 50 m ~ 8.12808 m.
p 100 mm

A matriz de variancias-covariancias é:

0.01 mm? 0 0 0 0
[ 0 0.01 mm? 0 0 0 ]
55 = | 0 0 0.01 mm? 0 0 |
l 0 0 0 0.0025 m 0 J
0 0 0 0 0.0025 m?

e, admitindo que a variancia a priori por unidade de peso 6§ = 1, tem-se Qs 5 = 0§ Z55 ou Q5 5=Z5 5; assim:

0.041209 0 0 —100 16.5
N:Bt(AQAt)_1B=[_12050 13053 2183 mm 0 0.024479 —0.008240]mm mz[ 100 38]mm
' ' ' 0 —0.008240  0.016239 100 20.4
=100[6.544650 —0.455069] _ _,
—0.455069  0.170530
> 17 [—14.1846761 4
=BHAQAY T ={ 319499 | ™
—0.053243]
—0.4540211 ™

e portanto x; = 8.074836 m, x, = 48.807062 m. Repetindo o procedimento até o valor absoluto de A(1) e de A(2) ser inferior ao

critério de paragem, obtém-se na segunda itera¢do

—0.0831194

N_ N-17 —
A= N~ = 0.001 0.1238591] ™

e portanto x; = 8.074753 m,x, = 48.807186 m.
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Para a obtencdo do vector dos residuos, tem-se:

Kk = (AQA)*(f— BA) = [0.090535 0.201251 —0.110715]°

V= QAtK =[0.044187 mm 0.098224 mm —0.054036 mm —0.022633 m 0.027678 m]".

O vector das observacdes ajustadas é: £ = [16.54mm 3.90mm 20.35mm 9.977m 8.028 m]'.

Quanto as matrizes cofactor, tem-se:

1.86 5.027 -
m

—N-1=10"3
Qua =N 10 [5.02 71.35

9.024 -2.189 1.213 0.500 -0.621
|—2.189 5.090 2.721 1.121 —1.394|
1.213 2.721 8.492 -0.621 0.772
0.500 2.721 -0.621 2.244 0.318
l—0.621 1.121 0.772  0.3318 2.104

A variancia a posteriori por unidade de peso é igual a 62 = 1.9634, pelos que as matrizes de varidncias-covariancias dos pardmetros

e das observagdes ajustadas sdo Zyy = 6¢ Qaa € Zpp = 64Q7p.

Exemplo: pretende-se determinar os quatro parametros (factor de escala, rotacdo e transla¢do da origem) da transformacdo conforme
no plano entre dois referenciais conhecendo-se as coordenadas (m) de trés pontos em ambos os referenciais; para cada um dos trés

pontos a matriz de varidncias-covariincias (m?) de cada par de coordenadas no referencial (x,y) é conhecida:

X v E N
) 48 C
\\ Yeeos 6 |~ El‘rv‘/g\ X 1
X, el [ % 1 | 63217 | 12145 | 1100.64 | 1431.09 000 -0 0 0 0 0
2 1 P 0 000 0 0 0 0
" o i 5 0 0 001 0O 0 0
0+ A" 1T Xy =
¥ o Ne 15 2 | 35520 | -64207 | 167839 | 254.14 g g g 0'31 0%1 g
N = TR }
- Fesino X" 17 0o 0 0 0 0 001
. .
¥ 2 ('ccos 3
X eos 6 3 | 1304.81 | 159637 | 13864 | 3864.74
Ty o 3 B
id \\ -
! = ‘ E
\
\
o IL -

A transformacdo do referencial (X,Y) para o referencial (E,N) é dada pelo sistema de equagdes

{Estcose— sYsin® + Tg
P=s5Xsin@+sYcos0 + Ty
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Ajustamento de observagdes

onde s é o factor de escala, 6 é o angulo de rotagdo e Te, Tn sd0 as componentes da translagdo da origem. Sendo dadas as coordenadas
de trés pontos nos dois referenciais, ha um total de n=6 observag¢des (3x2 pares de coordenadas), o nimero minimo de variaveis
necessarias para a determinag¢do dos 4 parametros é no=4, donde a redundancia é r=6-4=2; sendo o nimero de parametros u=4, o

numero de equagdes de condig¢do é c=r+u=6. Pondo a=s cos6, b=s sinB, tem-se:

((X1+Vx1)a_(Y1+VY1)b+TE_El=0
M+ywDa+ X +yx)b+Ty—N =0
Xo+vxa)a— (Yo +yy2))b+Tp —E; =0
Yo+vyy2)a+ X +vx2) b+ Ty —N; =0
Xz+vyxs)a—(Ys+yya)b+Tp —E3=0
Ys+vyys)a+ X3 +yxs) b+ Ty — N3 =0

Estas equacgGes ndo sdo lineares nas variaveis (produtos de parametros, senos de parametros). Linearizando estas equag¢des da forma

ﬁG{’O) + a;g)lhxo . A(X) = 0, com, por exemplo, :—a ((x1 +Vx)a—(+vy1) b— x'l) = x;a, desprezando os produtos de varidveis;

(Kityx)a® —Vi+yy) b’ +T —Er+X,a-Y,b+T; =0
i(Y1+yy1)a0+(X1+yXl)b0+T,3—N1+Y1a+X1b+TN=0
{(Xz+yX2)a°—(Y2+yy2)b°+T,:9—E2+X2a—Y2b+TE=0
| (V2 +¥v2) a® + (Xp +yx2) DO+ T =N, + Y, a+ X, b+ Ty =0
| (X +¥xs)a® — (Ya+yys) DO+ T2 —Es+ Xsa—Ys b+ Tz =0
Ys+7yy3)a® + (X3 +yx3) O+ TP —Ns+Ysa+X; b+ Ty =0

Na forma matricial tem-se A Y + B A = f, e calculando uma aproximac3o inicial dos pardmetros com qualquer um dos trés pontos

conhecidos, tem-se para a’=1.1197 b°=1.1629, Te°=534.0589, Tn’=559.9894:

[ -b® 0 0 0 0] X1 -, 10 [E; —X;a% +Y, b® — T2
b a° 0 o0 0 0 [Yl X, 0 1] N; —Y,a% —X; b — T
A-|0 0 a® -b° 0 0 g_|X2 Y2 1 0f E, —X,a’ +Y, b® — T?
0 0 b a% o0 0 ly, x, 0 1| f= o o o
lo 0o 0 0 a —bUJ [x3 -y, 1 oJ No-Y,a =X, b" - Ty
0 0 0 0 b a° Y, X; 0 1 E;—X;a%+Y; b0 —TF
[N; — Y5 a% — X5 b% — Ty
[1.1197 —-1.1629 0 0 0 0 1 [ 632.17 —12145 1 0] [—0.0000]
1.1629 1.1197 0 0 0 0 121.45 632.17 0 1 0.0000
A= | 0 0 1.1197 -1.1629 0 0 | B = | 355.20 642.07 1 0| f= | 0 |
| 0 0 11629 11197 0 0 | ' P 7164207 35520 o0 1| | 0 |
l 0 0 0 0 1.1197 —1.1629J 1304.81 -1596.37 1 OJ l—0.0102J
0 0 0 0 1.1629 1.1197 1596.37 130481 0 1 0.0758
O processo iterativo converge rapidamente, obtendo-se:
—0.0059
0.0000 —0.0008 1.1197 [—0.0083]
delta_acrescimo = _ggggg , delta_acrescimo = 1.0e — 13 _82252 , delta = 5;418538 , V= 888;2
0.0016 —0.2893 559.9909 l 0.0021J
0.0027
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Exemplo: considere-se o exemplo de uma rede de nivelamento em que a altitude HA do ponto A (5.000 m) é conhecida. Os desniveis

observados estdo indicados na tabela, considerando-se que a matriz dos pesos é W=I. Calcule a altitude ajustada dos pontos B e C.

linha desnivel (m)

1 -0.793
2 -2.310
3 3.106

Pondo

HB+ ¥4, +v, =HC={ v,+HB—-HC=2.310 ou, na forma matricial

HA + ¢, + v, = HB {vl — HB = —5.000 + 0.793
HC+ 25 +vs=HA ( vy +HC=5.00+3.106

Vil =1 0 —4207 —0.0010
val+]1 -1 [I:IE = 2.310] tem-se A= [‘;'éggg . b= [—0.0010].
val 1o 1 8.106 : —0.0010

Como alternativa, suponha-se que se consideram estimativas a priori HB°=4.205 m e HC®=1.893 m, cuja matriz dos pesos é W=0.01l.

Obtenha a estimativa por minimos quadrados das altitudes dos pontos B e C baseadas nestes dados.

As equacgdes que relacionam os parametros e as observagdes sdo lineares; no entanto é possivel linearizar o modelo utilizando as
estimativas iniciais para os parametros de tal forma que se obtém correc¢ées em vez das altitudes propriamente ditas, ou seja,

substitui-se HB por HB+8HB, sendo HB o valor inicial da altitude do ponto B:

HB? + 8HB + ¢, + v, = HC® + 6HC ={v, + 8HB — 8HC = 1.893 — 4.205 + 2.310 = —0.002

HA + ¢, + v, = HB® + §HB { v, — 8HB = —5.000 + 0.793 + 4.205 = —0.002
HC® + 8Hc + £ + v; = HA v3 4+ 8HC = 5.000 — 1.893 — 3.106 = 0.001

ou, na forma matricial

Vi -1 0 SHB —5.000 — 0.793 + 4.205 = —1.588

V2l+[(1 -1 [SHC =| 1.893 — 4.205 — 2.310 = —4.622

V3 0 1 5.000 — 1.893 + 3.106 = 6.213

e
—~_ 10.0010 o
A= [0 0020] +9ue somado aos valores iniciais fornece Hg = 4.2050 4+ 0.0010 = 4.206 e H¢ = 1.8930 + 0.0020 = 1.8950.
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RESUMO Modelo geral ou misto Modelo condicional Modelo paramétrico
Modelo ndo linear F(?, K) =0 F(?) =0 ?= F(Z)
Especificagoes B=0 A=l, r=n
Modelo linear ou AV +BA=f Ay=f y+BA=f
linearizado
Elementos das N = Bt(AW{;_lAt)_lB N = B'W,B,
equagdes normais - Bt(Awf_lAt)_l? t= Btwﬁ
Equagdes normais NA=t NA=%
Multiplicadores h= (AWg'lAt)_lf
Lagrange
Parametros estimados A=N-1%t A=N"1%
Residuos estimados v = W, A (aw, 1A T (F - BR) vy = W, At (AW, 1At TF y=f-BA
Varidncia a posteriori s2= y'wy s2= _¥'wy s2= _F'wy
redundancia redundancia redundancia
Observagdes ajustadas y iy 7 -7+ 7 b+ 7
Matriz cofactor dos Qr=N71
Qa=N"*

parametros

Matriz cofactor dos

residuos

Qy = W, A" (AW, A% T (AW, *A%) - BNTIBY)

(AW, AY) AW,

Qy= Qe A'(AW,TAHT1AQ,

Qy = Q, —BN7IB¢

Matriz cofactor das

observagoes ajustadas

Q= Q,— Q

Q?= Q{’_Qy

Q=Qr—Qy

6. Teste do qui-quadrado

A utilizagdo de uma estimativa s6 tem significado quando tem associada uma medida da respectiva incerteza. Na utilizagdo de testes
de hipdteses, estabelece-se uma hipétese a priori baseada nalguma estatistica da amostra, resultando da aplicacdo do teste a aceitacdo
ou rejeicdo dessa hipdtese. Desigha-se por hipoétese nula, representada por Ho, a hipdtese que se pretende validar e por Hi a hipdtese

ou hipdteses alternativas, sendo necessario:

i) formular a regra de decisdo do teste, que determina qual é a hipdtese nula e a hipdtese alternativa,
ii) ii) selecionar a variavel aleatdria que vai ser objecto do teste, assim como a respectiva distribuicdo de probabilidade,

iii) iii) selecionar o nivel de confianca ou grau de confianca Y do teste.
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Dos resultados possiveis do teste, i) Ho é verdadeira e o teste conduz a sua aceitagdo, ii) Ho é verdadeira e o teste conduz a sua rejeigdo,

iii) Ho é falsa e o teste conduz a sua rejeigdo, iv) Ho é falsa e o teste conduz a sua aceitagdo, ou seja:

Decisdo
HO aceite HO rejeitada
HO verdadeira 1-a a
HO falsa B 1-8

verifica-se que a decisdo de aceitacdo ou de rejeicdo da hipdtese nula apresenta um risco associado; designa-se por nivel de
significancia do teste, a, a probabilidade de rejeitar erroneamente a hipdtese verdadeira, decisdo que conduz a um erro do tipo | ou

de primeira espécie, sendo os niveis de significancia mais utilizados 5% e 1%.

Tem-se assim que a probabilidade de aceitar correctamente a hipdtese nula ou nivel de confianga é Y=1-a. A probabilidade de aceitar
erradamente a hipotese falsa, B, conduz a um erro do tipo Il ou de segunda espécie, designando-se (1-f) por poténcia do teste, isto €,

a probabilidade de rejeitar correctamente a hipdtese falsa.

Considere-se uma amostra aleatéria de dimensdo n de uma populagdo com distribuicdo normal. Pretende-se testar a hipdtese nula
0?=0% contra as hipéteses alternativas 0?#£0%, 62>0% e 6%<o?%. Utiliza-se para o efeito o teste do qui-quadrado baseado na varidncia s?
da amostra, onde m é o niumero de graus de liberdade; sendo a o nivel de significancia adoptado, os trés testes pretendidos sdo:
2 2 2 2 P 2 2 2 2 . 2 I‘SZ 2
1. Ho: 0°=0%; Hi: 0°#0% =>rejeitar Hoquando y;<y; a_ou xy > x; a_ pois Pix| « < 7 <Xo (= 1-«
2’ 2’ 27 o 2’
.. . rs?
2. Ho: 0%=0%; H1: 0%<0% => rejeitar Ho quando y?<y?_,, pois P{? < th.r} =a
0
T
O,

2
3. Ho: 0%=0%; H1: 6%>0% => rejeitar Ho quando y7>xZ ., pois P{iz > xé‘r} =a
0

O primeiro caso representa um teste bilateral enquanto que os dois casos seguintes representam testes unilaterais:

Funcao distribuigdo da
variavel do teste

Fungao distribuigao da

variavel do teste

@2 N o
CU,

o P 4 el 5] X acettacy
Regido de aceitacio Regido de rejeicao Regido de aceitagao

este bilateral
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Apbs a realizagdo do ajustamento, obtém-se o valor estimado de o, com base nas observagdes e na matriz dos pesos, que se designa
por variancia a posteriori por unidade de peso, sZ, que deve ser estatisticamente semelhante a ¢ para o ajustamento ser aceite
(através do teste do qui-quadrado da razdo de variancias). Normalmente atribui-se a 62 o valor 1, ou seja, a matriz dos pesos coincide
com o inverso da matriz de variancias-covariancias das observa¢des. Caso o teste seja rejeitado é necessario investigar a razao:
existéncia de erros grosseiros ou sistematicos nas observagdes, erro nos cdlculos, modelo funcional inadequado, modelo estocastico

errado, etc.

Exemplo: dada uma amostra de dimens3o n=12 cuja variancia é s2=0.07, teste a hipdtese que a varidncia da populagdo é ¢¢ = 0.10
contra a hipétese alternativa que g < 0.10 com o nivel de significancia a=0.05.
2 _ms? _ (n-1)s? _11x0.07 _

Am= 2 7.7

ag [0 0.10

A hipétese nula of = 0.10 deve ser rejeitada se 2, = 7.7 < )(12_,1_ m= )(35‘ 11=4.57, 0 que ndo se verifica pelo que a hipdtese nula

nao deve ser rejeitada.

7. Solugdo sequencial

Supondo agora que as observagdes sdo processadas em dois conjuntos €, e £, (sem observagdes em comum), o segundo contendo

uma ou mais observagdes mas de forma a que os parametros sejam comuns, os dois modelos de ajustamento geral sdo dados por:
- o
F1(81,X2) =0
= = .
F,(2,X,) =0

Os dois conjuntos de observages devem ser ndo correlacionados e a variancia a priori por unidade de peso deve ser igual para

ambos os conjuntos, isto é
P 0 L

R T

0 P, 0 =3

— —
O ndmero de observagdesem €, e em €, é ny e n,, respectivamente, sendo o nimero de equagdes em cada modelo iguala ¢; e

C,, respectivamente. A forma linearizada dos dois modelos é dada por

Alvl + Bl 82 = ?1
AZVZ + B2 8;{’ = ?2
onde

oF oF oF aF
771 :#ﬁ , Blza—j’ﬁ o 8226_~>za -
25p.X0 X 141pXo X 1£2p.%0

A, , b= F:1({)1550): f, = F:2({)2550)-

== ,
06113, p,%0
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A fungdo a ser minimizada neste caso é:

(p(vl,VZ,Kl,Ez, 82) = VI P 71 + Vg‘ P VZ - ZKI(A]_V]_ + Bl 8? _?1) - ZE%‘(AZVZ + Bz 62 _?2)

cujas derivadas parciais sdo:

dp\" . -
<ﬁ) = P1V1 - A’{kl = O

ap\" R -
(a—vz> = PZVZ - Argkz =0

T
) = —BTk, — BTk, =0

~
|2
><l-e

=A161+B1 82_?1 =0

O
(5]
zﬂ‘e
N~
=]

=A272+B2 8;()_?2 =0

A
N[, Nk, NP NP N

QD Q
QD
N’W|e
\/
=]

Das duas primeiras equagbes obtém-se os residuos:
v, = P1ATk,
v, = Pr1ATk,
Combinando P,v, — ATk, =0 e A,V, + B, 8% —f; = 0 obtém-se M;k; + B, 6X—f; = 0, onde M, = A,P[*AT ¢ uma matriz
simétrica cq xc4 . O vector dos multiplicadores de Lagrange é dado pela expressdao El = —M;1B;8X + Ml‘l?l. As equagdes —Bfﬁl -
BTk, = 0 e A,V, + B,8% — [, = 0, apés combinagio com as equacdes k; = —M[ 1B, 8% + M{'f, e ¥, = Py 1ATK,, permitem obter
BTM;!B,8% — BTM['f, — BTk, = 0
A,P;ATK, + B,86% —f, = 0

Utilizando M, = A,P; 1AT, as expressdes anteriores tém a forma

BIM;'B, B;F] Si‘c']:[BlTM;l?l]
B, —-M,] -k, f,

que mostra a forma como a matriz normal do primeiro conjunto de observacdes (Bf M7 B;) tem que ser ampliada de forma a ser

possivel obter a solucdo para os dois conjuntos. Invertendo essa matriz ampliada, obtém-se a solu¢do para 9X e para K-
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Exemplo: utilizando a mesma rede de nivelamento do caso j4 estudado, considerem-se os dois conjuntos de observagdes {/1,/5,/3,04}
e {85}, com os quais se podem definir os seguintes dois modelos, respectivamente com n; =4, rp=4-3=1, ¢, =r,+u=1+3=4
(com o qual se pode obter uma solugdo) e n, =1, r, =1-3=-2, c, =r, +u=-2+3=1:

MN+‘£1+V1 +’€2 +V2 _X2 = 0

MN+’£3 +V3 +‘€4 +V4_X3 = O

MN+’£3 +V3_X2 =0

MN+’£3 +V3_‘€2_V2_X1 = O

{MN"“ES +V5 _X3 = 0

ou, na forma matricial,

Alvl + BI;():T:]. =0

szz + Bzi :?2 =0

em que
1 1 0 0 vy 0 -1 0 MN + ¢, + ¢, 110.251
A0 01 1o V2|l p | 0 0 —1fz _  MN4#&3+4,) 1111278
710 0 1 of "t fvs Tt 0o -1 ol MN + £, 110.269
0 -1 1 0 Va -1 0 0 MN — £, + £, 107.280
A,=[11=1,V,=[vs] =vs,B, =[0 0 —1],f, = —[MN + ¢5] = —[111.243] = —111.243.

O primeiro conjunto de observagGes pode ser utilizado para obter uma solugdo para os parametros:

1 1 0 0]t 0 O O 2 0 0 —1
o oZiar_ |00 1 1]f1 00 -1]_| 0 2 1 1
Ml_AlpiAi_o o 10[fl0o 11 1]7]0 11 1
0 -1 1 o0llo 1t o o -1 1 1 2
1 0 -1 1
4.0 1 -1 o0
Ml_—1—1 4 =2
1 0 -2 2
R I | i IR
N, =BM;{'B,=[-1 0 -1 o0 =10 1 -3 1 =
o -1 o ollr -1 4 -2 0 -1 0 o -1 1 ollo -1 o
1 0 -2 211-1 o o -1 0 O
2 -1 0
-1 3 -1
0 -1 1
2 1 1
[333]
L] 2 2
Nil=[z = =
3 3 3
1 2 5
3 3 3
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110.251

-1 0 2 =2 —104.273
N EE s | R e e
0 -1 1 0 ' —1.009

107.280

- —104.273] [107.268
A=-Ni't, =

—112.249| = 110.263] - altitudes dos pontos 1,2 e 3
—1.009 111.272

Wk Wk WlN
WINWINW]|R
WINWIN WK

O resultado é naturalmente diferente pois agora ndo se utilizou a totalidade da informagdo entdo disponivel (os 5 desniveis); incluindo

nesta solugdo a informagdo correspondente ao segundo conjunto de dados, recorrendo a

Tar—1 TM-1F
B; M1 B, 2 ] [ k ] [81 l\f1 fl] com M, = A,P; AT = [1] = 1, tem-se:
— M2

£
. 2 0 O] '[ 104.273
[i’]:'BIMIlBi Bz BTM11f1 -1 3 -1 0 112249 _
S I . X —M2 0 1 -1 1.009
0 0 -1 -1 1-111.243

© 0625 0250 0125 —0.125] [ 1042731 [107.264375
| 0250 0500 0250 —0250| | 112.249| |110.255750 .
| 0125 0250 0625 —0625 1.009| = [111.253875 | 2titudes dos pontos 1, 2e 3 ek

|-0.125 -0.250 -—0.625 —0.375] L—-111.243 —0.010875

obtendo-se a mesma solugdo anteriormente determinada.

Pode igualmente utilizar-se um procedimento de particionamento para se obter a solu¢do pretendida; de

8% = Q,,BTM'f f
{X Q1B M 1+Q122ﬁ onde

k, = _Q21BIM1_1f1 — QM5
(BfM;'B;)™' — (BfM;'B,)"'BZ (M, + B,(BM;'B,)"'B;)"'B,(B{M;'B;) %,

Q11
Qi = (BIMle1)_1Bg(M2 + Bz(B}‘Mleﬂ_lBg)_l
Q21 = QIZ

Q22 = —(M; + By (B{M;'B;)™"B;) ™!

tem-se, por substituicio de Q;; e Q;, em 86X = QllBMl‘l?1 + le?z a solugdo sequencial para os parametros: representando a solugdo

do primeiro conjunto por §%* e a contribui¢io do segundo conjunto por A%, tal que 86X = 8§X* + AX, entdo:

{SX =-N;'U; = (BlTMlel)_leMl'l_ﬂ
AX = —(BIMIlBl)—lBZT(MZ + BZ(BlTMl—lBl)—lBZT)—l(sti* _ ?2)

e, de forma idéntica

—

K, = —(M; + B,(BTM{B,) 'B])"!(B,6%" — ).
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Exemplo: como ja se viu, a solugdo do primeiro conjunto de observagdes é

X*=-Ny'U, = —112.249( = |110.263|.

[—104—.273] [107.268]
—1.009 111.272

Wk Wk WN
WINWINW]|R
WINWIN WK

A contribuicdo do segundo conjunto de dados para a solugdo é:

A% = —(BIM;'B,) ' BI (M, + Bo(BIMi'By) 'B]) ! (B,X" — f,)=

2 11 2 101 -

303 3110 303 310 107.268

13 3 3 off1+[0 0o —-1] 3 3 3 0 ([0 0 -1] |110.263 +111.243>=
12 5 -1 12 5 -1 111.272

-3 3 3 3 3 3

1 1

3 on? 3 L

2 1 2 5 2 5\

: <1+[—§ -2 —5] l OD (-111.272 + 111.243) = | (1 +§) (=0.029) =
s -1 s

-3 3

_1_

3, —0.003625

~12(=0.029) = |-0.007250

5 ~0.018125

_3_

de tal forma que a solugdo completa é dada por

107.268 —0.003625 107.264375
X=%X"+AX=(110.263| + |—0.007250| = [110.255750| > altitudes dos pontos 1,2 e 3
111.272 —0.018125 111.253875

Uma forma alternativa para a solugdo de

Bf M1181 ] [ 8% ] B{ M11f1
_]\/[2

consiste em utilizar a expressao
8% = —(BIM; "B, + BJM;"B,) " (—BIM;*f, — Mz'fy),

que se designa por método de adi¢cdo de equagdes normais, uma vez que a contribuicdo de novas observagGes é adicionada de forma

simples.
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Exemplo: utilizando a Ultima expressdo, mais uma vez com a mesma rede de nivelamento:

~ 2 -1 0 0 ~t/[-104.273 0
x:—<—1 3 —1|+| of[o 0 —1]) (—112.249 + 0 >=
0 -1 1l [-1 —1.009 —111.243

0 0 O07\"!r1104.273 2 —1 077'1104.273
+lo o o) 112.249|=—-|-1 3 -—-1| |112.249|=

0 0 1 112.252 0o -1 2 112.252

2 -1 0
—( -1 3 -1
0 -1 1

0.625 0.250 0.1257 [104.273 107.264375
0.250 0.500 0.250( |112.249| =[110.255750| = altitudes dos pontos 1,2 e 3
0.125 0.250 0.6251 1112.252 111.253875
Relacionando a expressdo 8% = —(BTM; 1B, + BIM;'B,) 1 (—BTM;f; — BTM;f,) com Q,, obtém-se:

Qsx = Q1 = (B{Mi'By + B;M;'B;) ™! =

(BfM;'By)~" — (B{M;'B;) "B (M, + B,(B{M;'B;)™'B3) "B, (B{M;'B;) " =

Qsx — Qsx*B2 (M, + B,Qs3*B3) 7' B2Qsxs = Qsxr + AQsx
onde Qgx+é a matriz cofactor do primeiro conjunto de observagdes e AQsz = —Qsz*Ba (M, + B,Qs*B2) " 1B,Qsz+ é a contribuicdo
do segundo conjunto de observagdes para a matriz cofactor do primeiro grupo de observagdes, podendo verificar-se que AQs; pode

ser calculado sem dispor do segundo conjunto de observagGes, o que é uma grande vantagem em estudos de simulagdo.
Atendendo a que VTPV = VTPV, + V1PV, = kT, + kI1,, utilizando os resultados obtidos anteriormente, tem-se:
VTPV = -3 TBTM T, — AXTBTMf, + fTM[ ', + KIf, = VTPV* — AXTBTM'f, + kIf, =
= VTPV + (B,6%" — f,)T(M, + B,(BTM{1B,)"*BY)"1(B,8%" — I,) = ¥TPV* + AVTPV

=Tp=
i . .. . . V'PV
A variancia a posteriori por unidade de peso é calculada de forma usual: sz =

ci+cy—u’

De ¥, =V + AV, = —P1ATM; (B, (6% + A%) — f;) = —P*ATM; (B, 8% — f,) — Py 1ATM; 1B, A%, tem-se que

v, = —P; 1ATT(B,8%" — f,), onde T = (M, + B,N7*BD)~1 e N, = BTM;!B,, contribuindo o segundo conjunto de observacdes
para a totalidade dos residuos. Note-se que as diversas matrizes devem ser calculadas para os mesmos parametros aproximados,
isto é, se se obtiver a solucdo do primeiro sistema através de um processo iterativo, os parametros aproximados da ultima iteracdo
tém que ser utilizados na resolugdo do segundo sistema (como ndo ha observagdes comuns aos dois conjuntos, os processos

iterativos podem ser efectuados individualmente em cada conjunto).

Ocasionalmente, pode ser desejavel remover um conjunto de observagbes de um dado ajustamento. Considerando o caso de
observagdes n3o correlacionadas, a solugdo obtém-se de 6% = —(BfM;'B; + BIM;'B,) 1(—BTM[f; — BIM;f,), expressdo que
mostra a forma como é possivel acrescentar equag¢Ges normais quando um novo conjunto de observagdes é incluido. Quando se trata

de remover observacoes, as partes correspondentes da matriz normal e do segundo membro tém de ser subtraidas.
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8. Equagdes de constrangimento

Uma equacdo de constrangimento relaciona parametros entre si e a sua presenga no modelo funcional implica que os parametros sdao
funcionalmente dependentes, situagdo que ocorre quando alguns ou a totalidade dos parametros tém que verificar alguma condi¢do
geométrica ou fisica (por exemplo, impor que pontos na linha de costa de um lago tenham a mesma altitude ou que a distancia ou a
direcgdo entre dois pontos permaneca inalterada). Esta dependéncia funcional dos parametros significa que ha tantos parametros
dependentes como o numero de equagdes de constrangimento: sendo n o nimero de observagdes e no 0 nimero de varidveis que
determinam o modelo, tem-se que podem ser escritas r=n-no equagdes independentes contendo apenas observagdes; existindo u’
parametros independentes, o nimero de equacdes de condicdo que relacionam as n observacgGes e os u’ parametros aumenta para
c=r+u’<n. Se o numero total de pardmetros for u>u’, ha s=u-u’<u parametros dependentes, em que s<u para o conjunto de equacdes
de constrangimento nao ser inconsistente. Uma vez que o niumero de constrangimentos é igual ao nimero de parametros dependentes
tem-se c+s=r+u. O numero de equacgdes de condi¢do continua a ndo poder exceder o nimero de observac¢des (r<c<n); no entanto a
limitagdo colocada no nimero de parametros quando estes sdo funcionalmente independentes (0<u<no) ndo se verifica agora, ou seja,
pode ndo existir limite superior para o nimero de parametros quando estes sdo funcionalmente dependentes (u pode exceder no),

desde que se verifique a relagdo c+s=r+u.

O caso geral para o justamento de equacdes de condicdo e de constrangimento obtém-se das equagdes

Ac,nVn,l + Bc,u Au,1 = fc,1

com caracteristica(A)=c, caracteristica(B)=u, caracteristica(C)=s, sendo a caracteristica de uma matriz o nimero de linhas ou colunas
linearmente independentes dessa matriz. No caso mais geral, é possivel que u>c, tornando caracteristica(B)=c. Vai ser tratado em

primeiro lugar o caso u<c, onde ha dois procedimentos possiveis:

a) Procedimento directo: existindo dois conjuntos separados de equacgdes, sdo necessarios dois vectores de multiplicadores de
Lagrange para utilizar a técnica de minimizag3o, ECJ e Eg_l, sendo ® = ¥'Wv — 2k*(AV + BA — f) — 2ki(CA — ), a forma quadratica a

ser minimizada, tendo-se:

P . = N
E = ZVtW - ZktA =0 ou {_W + Atk —
20— 2K'B-2KiC=0 Bk + C'k, = 0

que representam um conjunto de n+u equagbes lineares que quando combinadas com as equagles iniciais
-

- 3 - - ~ ~ ’ . ’ . -
AcnVn1 +Bendys =fo1 e Cguly 1 = G ddo um total de n+c+u+s equagBes com o mesmo nimero de incognitas, vy, 1, Ke1, Ayq €

g_l. Os quatro conjuntos de equac¢des combinados constituem o sistema de equag¢des normais
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-w At 0 0][¥] [0
A o B oflk[_|f
o B 0o ct||&]| |o
o o ¢ ollgl Lg

cuja solugdo é

[7] ~W At 0 070
k A 0 B of |f

||| o B 0 ct| |o

k. Lo o c ol Ig

tendo esta matriz caracteristica n+c+u+s, sendo portanto ndo singular (regular), podendo eventuais problemas com a respectiva
inversdo estar relacionados com o modelo matematico estar mal formulado, em particular o modelo funcional, com as equagdes de

condicdo e de constrangimento ndo correctamente estabelecidas . Em qualquer dos casos esta matriz tem normalmente uma

dimensdo grande; dos quatro vectores incdgnita, apenas A e talvez v, tenham maior interesse, podendo ent3o obter-se a respectiva

expressao através de uma solugdo por particionamento:

o de—-WV+AKk=0 tem-seque v=W'Ak=QAk
e deAV+BA=T temseque k= (AQtAt)‘l(—BZ + ?) = W(-BA + 1)

e deB'k+C'k. =0 tem-se que —(B'WB)A + B'Wf+ C'k. =0 ou -NA + C'k, = —

- — - —

Resolvendo para A e k. asequagdes -NA + C'k, = —t e CA=g, obtém-se

-

e k. =(CN7ICH (g - CN) =M (- CN7Y)

e A=N'{+C%k.)=N"1t+N"1Ck.=A, + 64

onde M = CN™ICt, A, = N~1¢, 84 = N~1C'k,, cuja inversa M~ existe uma vez que a respectiva caracteristica é igual ordem s dessa
matriz. O vector Zo representa a solugdo para o vector dos parametros na auséncia de constrangimentos, sendo o vector final dos
pardmetros dado por A = A%+N~1CY{(CN~1CH)~1(g — CA®) = A° + N~1C'M~1(g — CA?). Verifica-se desta forma que o vector dos
parametros pode ser calculado em duas partes: A% como a solucdo por minimos quadrados como se ndo existissem constrangimentos,

5
depois, com C e g é possivel calcular A. Quanto 3 incerteza das quantidades estimadas, tem-se:

e Qu=NT'(I-CMCNY)
e Qy = QAY(A'WA)TAQ — QAY(A'WA) 'B(N~! — N~IC'MCN~1)B(A'WA)'AQ
e =Q-Q
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Exemplo: suponha-se que o modelo matematico de um dado problema é da forma V + BA= ?, com

2 -3 -1.1

- X -

B = [—1 2], A= [x;]’ f= [ 1.2], sendo a matriz W dos pesos das observagdes igual a matriz identidade. Considere-se ainda
0 1 1.0

ﬂ g =[00208

um conjunto de duas equag¢des de constrangimento dado por CA= g, comC = B 1.0416)°

Utilizando o procedimento directo:

8] - [g_3;.400]' Z0= [1.0000

N= [_55; ol T= 167000 1'0500], M = [0-5000 1-5000]' 5 0.0224],5—A>= [0'0624],‘5: [1.0624

14V 1.5000 4.8333 ke = 0.0120 0.0332 1.0832

b) Procedimento por eliminacdo de constrangimentos: as equacdes de constrangimento CS_uZu_l = §S_1 podem ser utilizadas para

resolver funcionalmente tantos pardmetros quantos constrangimentos existirem; estes pardmetros sdo entdo substituidos em

- -
AcnVn1 + Beulys = feq, reduzindo desta forma o nimero de parametros. Esta abordagem tem duas vantagens: por um lado evita a
utilizagdo directa dos constrangimentos na estimagdo por minimos quadrados e, por outro lado, conduz a uma redugdo do nimero de
parametros a serem estimados simultaneamente. No entanto, o processo de eliminacdo de parte dos parametros utilizados nos

constrangimentos deve ser efectuada com cuidado pois os constrangimentos muitas vezes ndo incluem todos os parametros. Fazendo

a particdo do vector dos parametros A em dois subvectores 0

Alg; e A2,,, onde a=u-s, tem-se:

-

{Ac,nvn,l + Blc,s A15,1 + Bzc,a Aza,l =Ic1
Cls,sAls,l + Czs,a A—Z)a,l = §S,1

Usando a segunda equacgdo, obtém-se Zl em fungdo de ZZ: AT = C1 (g —cC2 ﬁ). Assim,

AV + (—B1C171C2 + B2) AZ = (f— B1C171g)

que utilizando as matrizes auxiliares B = (—B1 C171C2 + B2) e = (f — B1 C17'g), fica

AV+BAZ=f

gue representa um sistema de c equacgdes de condi¢do incluindo apenas a=u-s parametros; de uma forma idéntica tem-se :

A2 = N7,

com N, = BY(A'WA) 1B e T,, = BY(A'WA)~'f. Calculado AZ, tem-se AT = C17%(g — C2 AZ), obtendo-se assim a totalidade dos

parametros.
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Quanto a incerteza dos parametros, tem-se:

_[c1tcz N-lezi(c1mH) Tt —c17ic2 N
e R € B N-1

o Qy=QA"((AQAD™" — (AQAY'BQ,aB (AQADTH)AQ

Exemplo: Considerando a rede de nivelamento da figura, na qual se conhece a altitude do ponto A=1300.62 m, pretende-se obter as
altitudes ajustadas dos pontos B, C, D e E com o constrangimento de a diferenga de altitude dos pontos B e E ser igual a -17.60 m,

tendo sido observados os seguintes desniveis:

Linha | De | Para | Desnivel (m) | Incerteza (m)
E"_____——— (&) ——— ———1“‘
1 A B 25.15 0.07 }f Y
i II
f I|
2 B C -10.57 0.05 f
| (5) ||
1 E d_F_,/-"/ 3
3 | c| D 176 0.03 (1) - (3)
.-‘-____,.,-F -\-\-\-\"'-\-._
| (7) - |'
4 D | A -12.65 0.08 \ (6) ,
II II
II II
5 C E -7.06 0.03 1 /
h —_—— . (4] T o
6 E D 5.37 0.05
7 E A -7.47 0.05

Sendo n0=3, n=7, r=n-n0=4, u’=3, c=r+u’=7, u=4, s=u-u’=1, podem estabelecer-se 7 equac¢des de condi¢cdo relacionando as 7

observacgdes e os 4 parametros (dependentes) e 1 equacdo de constrangimento relacionando dois parametros:

Hp + App +Vvap = Hp => vpg —Hp = —App — Hy
Hg + Agc + vgc = Hg => vpc + Hg — He = —Apc
Hc + Acp + vep = Hp => vep + He — Hp = —A¢p
HD+ADA+VDA=HA => VDA+HD = _ADA+HA
Hc + Acg + veg = HgE => veg + He — Hg = —Acg
Hp + Apg + vpg = Hg => vpg + Hp — Hg = —Apg
HE +AEA+VEA = HA => VEA+HC = _AEA+HA

Hg — Hg = —17.60

[ - — — .
ou, na forma matricial, V; + B, , A,=f;, e Cy, Ay=g;, ouainda,
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Vag] -1 0 0 0 —1325.77

Vie 1 -1 0 0 10.57

o 0 1 -1 0 EIB 1.76 gB

voal+] 0 0 1 0 HC = | 1313.27 e -1 0 0 1] HC =[-17.60] .
VCE 0 1 0 -1 HD 7.06 HD

VDE 0 0 -1 1| °F —5.37 E

[V 0o 0 o0 1 [ 1308.09 -

Utilizando o procedimento directo, tem-se: N = BtWB , t=BtWT, k. = (CN71cH (g — CN~Y) ,A =N~ + C'k,), ou seja:

Altitude do ponto B: 1325.69 m
Altitude do ponto C: 1315.14 m
Altitude do ponto D: 1313.39 m
Altitude do ponto E: 1308.09 m

de tal forma que HE-HB=1308.09-1325.69=-17.60, verificando-se o constrangimento imposto.
No caso de ndo ter sido estabelecido o constrangimento, o resultado seria:

Altitude do ponto B: 1325.73 m
Altitude do ponto C: 1315.14 m
Altitude do ponto D: 1313.38 m
Altitude do ponto E: 1308.07 m

A analise da soma do quadrado dos residuos das observagdes nos dois casos, 0.0266 e 0.0184, respectivamente, mostra que a

introdugdo do constrangimento obrigou as observagdes a terem residuos maiores.

Exemplo: a figura mostra uma trilateragdo para a determinac¢do das coordenadas do
Fi0,5)

R (xy) ponto R, tendo sido medidas as 3 distancias #; = RP = 5.10m, £, = R0 = 7.07m,
£; = RQ = 4.90m, n3o correlacionadas e de igual precisdo, tendo-se as coordenadas
h em m dos pontos: P=(0,5), 0=(0,0), Q=(5,0). Admitindo valores aproximados para as

coordenadas do ponto R dados por xR%=5.00m, yR°=5.00m e se a coordenadas y do

ponto R for constrangida ao valor 5.00, calcule as coordenadas ajustadas de R.

0 BTG

Entrando em consideragdo com todos os dados disponiveis, tem-se: no=1, n=3, r=2, u=2, u'=1, ¢=3, s=1, c+s=3+1=2+2=r+u (caso u<c).
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e utilizando o procedimento directo, as 3 equag¢des de condigdo sdo:

¢, +v,=PR  (f1+vi=(R—xP)2+ (YR — yP)?

£, +v, =0R ® {4, +v, =,/(xR —x0)% + (YR —y0)* ©

€3+v3=ﬁ €3+y3=\/(xR—xQ)2+(yR_}’Q)2

e, acrescentando a equagdo de constrangimento, obtém-se:

( £, +v; =/xR? + (yR — 5)2

{ £, + v, = xR? + yR?
25+ vy = /(xR — 5)? + yR?
k yR—=5=0

Como as equagdes de condicdo sdo ndo lineares, tém que ser linearizadas; por esta razdo, também a equagdo de constrangimento

— 5 =0, embora linear, tem que ser decomposta na forma (yR%+8yR)-5=0, onde yR® tem que ser igual ao valor aproximado que foi

£, +v; = /xR? + (YR — 5)2
¢, + v, = \/xR? + yR?
5 +v; = /(xR —5)% + yR?

considerado nas equacdes de condic3o, isto é, yR°=5.00 e portanto 8yR=0, que torna a equacio CA = g em:

[0 1] SXR]—O.

SyR]| —

Linearizando as equacdes de condi¢do, na forma matricial Vv + BA = f, tem-se:

—xR? —(yR® —5)
[(xR%)% + (YR® = 5)2]¥/2  [(xR®)? + (yRO — 5)2]1/2
B —xR° —yR?
[GROY + GROZIZ G2 + ROT/2
—(xR°® - 5) —yR?

f=] [GR?+ (YR -

[(xR%)? + (yR® — 5)?]1/2 — £’1‘ [ l
=1
[(xR® — 572 + (yROY21V/% -

[GRT=5)7 + GR)T? [ - 5)? + GRO)T2]

|
o§|"‘+—\

Tem-se ent3o, utilizando a matriz C e a matriz N, tem-se M = % e 8A = [ 0. 033] Finalmente

Z=Z°+SZ=[ ] [—0033]_[0067]

o que significa que n3o ha correcgiio para yR°=5.00m, sendo desta forma satisfeita a equagdo de constrangimento que fixava o valor

de x2, tendo-se assim R(5.067,5.000).
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e utilizando o procedimento da eliminacdo de constrangimentos, tem-se, de C = [0,1], C1 = [0],C2 = [1],

—1.0000 0.0000
B, = [—0.7071], B, = [— 0.7071]

0.0000 —1.0000

AT = [(-B1C271C1+ B1)' (—B1C271C1+ B1)]"! (=B1 €271 C1 + B1)t (f— B2 C27§)=

. j_ll - Lo
[—1 = 0] = [—1 = o] 0.0|=0.0667
0 0.1

valores que vado actualizar a aproximacdo inicial, até se obter R(5.067,5.000).

Tem-se ainda:

—0.0349 - 5.0651
U=1073(-0.0472| e 4gjus =|7.1172]|.

0.1004 5.0004

0 que mostra que o constrangimento adoptado deu origem a residuos das observagdes maiores do que no caso em que ndo existiam
constrangimentos, isto é, as observacGes ajustadas tiveram que sofrer correc¢des maiores para se adaptarem ao(s)
constrangimento(s). Por esta razdo, quando num problema existirem constrangimentos, deve-se iniciar o ajustamento tratando o
problema ndo constrangido para se perceber se ha observagdes com alguma espécie de erros (que conduzam a residuos grandes) e

s6 entdo incluir os constrangimentos.

No caso em que o nimero de parametros excede o nimero de equacdes de condicdo, isto €, u>c, embora ndo exista limite superior
para o numero u de parametros, o numero de equag¢des de condicdo ndo pode exceder o numero de observagGes, tendo-se
caracteristica(A)=c, caracteristica(B)=c, caracteristica(C)=s, o que obriga a efectuar modificacbes nos procedimentos que foram

definidos atras.

a) Procedimento directo: seguindo o desenvolvimento efectuado atras, em que N tem ordem igual a u mas caracteristica c<u,

combinando -NA + C'k, = —t e CA= g, tem-se

_ t — __, - —N Ct __, _ t
[ N C ] _4 =[ _t,], cuja solugdo é _é = [ L “’S] [ E] Note-se que embora N seja singular, a matriz [ N C ] nao é
C 01]k. g K. Cag 0 g cC 0

Qan  Qak. ] [-a 0 N ¢ ' [a Bt
singular. Quanto a precisdo, tem-se [ ¢ ]=[ ], sendo = ]
gular. Q P Qrea Qe LO ¥ C 0] B vy
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b) Procedimento por eliminagdo de constrangimentos: da relagdo c+s=r+u, o nimero de elementos no vector A2, ;que sobra

ap0s eliminar Alg; de A, ; é dado por a=u-s=c-r, que indica que o nimero a de parametros que resta apos a eliminacdo de

constrangimentos é inferior ao nimero ¢ de equagdes de condicdo. Desta forma a matriz B = (—B1 C171C2 + B2) tem

caracteristica igual a a, dando origem a uma matriz N, , = B*(A'WA)~'B ndo singular. Consequentemente as solu¢des para

AZ e AT sdo ambas possiveis.

Exemplo: supondo n=2 observacbes, c=2 equacGes de condicdo (A=l para simplificar), u=3 parametros, s=2 equagGes de

constrangimento com

X
Vo1 + Bz,333,1= —f)2,1 <=> [X;] + [_f _1 :%] [iz] = [1&23]
3

1 1

g — _1
Cz303,= g2,1<=>[ 1 -3 1

estime o vector A admitindo W = [g

Método directo; c+s=2+2=4=u+r=3+r=>r=1;

SRERNCE
Rl “le ol Lgl7| -

donde

L[ —5.30
A= |X2| =|-8.65
X3 5.35

12|~ 2

0(.)5] ’

-5
-2
—4

185 -8 5 -3
N=[-8 10 2| t=[-32
5 2 4 -22
-1 17'f 37 [—0.0500 —0.0250
1 -3| |32 [-0.0250 —0.0125
1 1| [22]_[-0.0250 -0.0125
0 0 2| |-0.2750  0.1125
o ol 26! 1-0.1250 -0.3125
X1
X

X3

—0.0250

—0.0125

—0.0125
0.6125
0.1875

—0.2750
0.1125
0.6125

2.1125
—0.8125

—0.12507r 3
—0.3125 || 32
0.1875 || 22
—-0.8125 2
0.31251L26

Método da eliminacdo de constrangimentos: pondo A= [2_;,] = I_z na equacio V + B1A1+B2A2 =feCl = [_1 _é],

5.30

C2 = [1], Bl = [_3 1], B2 = [:%], na equacio C1AT + C2ﬁ=§, tem-se N = 80, T = 428, AZ = [x;3]=5.35, AT = [;C:] = [:8.65 .

1 1 -4
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Num procedimento mais geral no ajustamento por minimos quadrados, todos os elementos do modelo matematico podem ser
considerados como observagoes, ficando a responsabilidade da respectiva classificagdo na matriz dos pesos. Este conceito pode ser

aplicado neste contexto, associando as equagles de constrangimento um vector residuo e uma matriz de pesos, na forma

V. + C A= 8. Esta equagdo pode ser combinada com a equacio A V + B A= f, obtendo-se K3+§Z=¥, onde
~ A 0] = _[V] s_[B] z_I[f
A= [0 1]' V= [VC]’ B= [c] f= [g]
: x4 ~_ [seramw-170 18] [Be(mgr-150) 13
cuja solugdo ¢ dada por A= [B (AW-1AY) B] [B (AW1AY) ﬂ onde

W= W 0
o w.)
ndo se assumindo qualquer correlagdo entre os dois sistemas de equacbes e em que as magnitudes dos elementos da matriz W, sdo

consideravelmente maiores do que as dos elementos da matriz W, o que leva a valores muito pequenos do vector V. e tornando a

equacdo V. + C A= g muito semelhante & equacio original.

Exemplo: foi observada a rede de trilateragdo indicada na figura com precisdo (das observag&es de distancia) 1:50000, baseada nos
dois pontos de controlo A e C cujas coordenadas, obtidas num levantamento pré-existente, tém precisdo 1:10000. Mantendo fixas as
coordenadas (Xa,Ya) e (Xc,Yc), as observagdes vao ter que se ajustar as estagdes de controlo, afectadas por erros de magnitude superior
aos erros dessas observagGes, sendo provavel que os respectivos residuos sejam altos, tendo-se B como sendo uma matriz (10,8)

correspondente as 10 distancias observadas e aos 8 parametros (coordenadas (X,Y) dos pontos B, D, E e F).

de A A B C C B B D D E
para B E C F D E F F E F
dist. 1400.91 | 1090.55 | 1723.45 | 976.26 1244.40 | 1644.29 | 1217.54 842.75 1044.99 930.93
X Y
o 0.023 0.022 0.023 0.022 0.023 0.023 0.022 0.022 0.022 0.022
A 10000.10 10000.10
C 12487.08 10528.65
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Se os dois pontos de controlo A e C forem consideradas fixos mas a posi¢do verdadeira destes pontos ndo estiver de acordo com as
coordenadas utilizadas, as observagdes vao ajustar-se a pontos de controlo com coordenadas que nao sdo exactas, de tal forma que

os residuos das observagdes sdo grandes, evidenciando esta dificuldade no ajustamento, obtendo-se os seguintes resultados:

— -
no=8, n=10, r=n-no=2, u=8, c=r+u=10, com V191 + B1ggAg1= f101

B 10862.546 11104.013

v =(-0.040, -0.036, -0.036, -0.017, -0.018, 0.034, 0.012, 0.019, —0.016, —0.020)

D 11990.893 9387.473

Y0, v#=0.0844
E 10948.576 9461.941

F 11595.231 10131.591

Nesta situagao, é mais indicado permitir que as coordenadas dos pontos de controlo também sofram um ajustamento de acordo com
a qualidade atribuida, da forma X'a=Xa+vxa, Y'a=Ya+vva, X'c=Xc+vxc, Y c=Yct+vyc, onde XY’ sdo as coordenadas ajustadas dos pontos de
controlo, X,Y sdo as respectivas coordenadas previamente conhecidas e vx,vy sdo as corregbes a essas coordenadas. Estas 4 equagdes

devem ser processadas conjuntamente com as 10 equagdes de condigdo, considerando-se assim 12 parametros relativos aos 6 pontos:

— -
no=8, n=14, r=n-no=6, u’=8, c=r+u’=14 < 14, u=12, s=u-u’=4, c+s=10+4=14=2+12=r+u, com Vy41 + By41,4151= f14,. Para tornar os
pontos A e C fixos atribuem-se pesos elevados as respectivas coordenadas, enquanto que atribuindo pesos baixos a essas coordenadas

permite-se que a respectiva posi¢ao possa variar.

Colocando os pontos segundo a ordem A, C, B, D, E, F, tem-se:

r0Dap  0DaB 0Dag 0DaB h
3, OYs 0 0 i 0 0 0 0 0 0
0DAg  0Dag dDAg  ODAE
0Xa aYa 0 0 0 0 0 0 OXE 0Yg 0 0 N
0 o sc Mec Msc Msc 5 5 o g g AB — ABy
0Xc Yc 0Xp oY ,dxA, AE — AEO
0 o 2= D= o o o 0 o0 o0 2= Dyl BC-BG
C C F F J— J—
dDcp 0Dcp 0Dcp 0Dcp dXC E - EO
0 0 aXe  dYc 0 0 aXp  0Xp 0 0 0 0 dYcC CD — CDy
ODge  ODEE ODge  ODEE dXB| |BE - BE
0 0 0 0 aXg  dYg 0 0 0Xg  9Xg 0 0 d —
YB|_|BF — BF
v+ 0 o Pm s 0 0 ALY T | PR ol e 2ro
9Xg  0Yp e ¥ || 4vp DF —DF,
0 0 0 0 0 0 0Dpr  dDpE 0 0 9Dpr  dDpf JIXE DE — DE,
aXp  dYp aXp  0Yp AYE EF — EF,
0Dpg 0Dpg 0Dpg O0Dpg _
0 00000 T e e v 0 O |laxe| [MAT T
o o o o0 0 o0 o o e % s DerldyFl |y. oo
0Xg  0Yg 0Xp  OYF Ak
1 0 o0 O O O O O O 0 0 © YC—YC
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 A
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As Ultimas 4 linhas da matriz B correspondem as equag¢des impostas as coordenadas dos pontos A e C. Incluindo no ajustamento as
coordenadas dos pontos de controlo, aparecem 4 novos parametros (os acréscimos relativamente as suas coordenadas iniciais) mas

ao serem incluidas 4 novas equacgdes, a redundancia ndo é alterada.

Neste exemplo a precisdao das coordenadas dos pontos A e C ndo é dada directamente mas sim em fungdo de uma distancia, mais
exactamente, se a precisdo da distancia entre os pontos A e C é 1/10000, as respectivas coordenadas devem conter erros estimados

de tal forma que essa distancia tenha precisdo melhor ou igual a 1/10000. A partir da expressdo de propagac¢do de varidncias-

A A . . .2 aD;\2 2 aD;;\2 o5 . (9Djj 2 2 0Dj; 2 2 -
covariancias para a distancia Dj entre dois pontos quaisquer i e j, cDi]-:(—) Syi + (—) Syitl=—) S5+ |55 ) Syj, queindica a
0x; dyi 0xj oy;j

variancia da distancia em fun¢do da variancia das coordenadas dos extremos da linha, supondo que os erros nas coordenadas s3ao

aD::\ 2 9D\ 2 2 2
iguais nos 2 eixos, tem-se: of;; = 2 (0;) S% +2 (ayl-]) Sgi =2 (AI—;( SC) +2 (Al—;’ SC) , onde Sc representa o desvio padrio em x e y
1 1

. x2+y?
das coordenadas, ou seja, clz)i]- = 252 ”zy

= 252 . A partir das coordenadas conhecidas de A e C obtém-se a distancia 2542.65 entre

eles; sendo o erro absoluto de uma distancia 1/10000, o erro relativo nessa distancia é op = +2542.65/10000 = +0.25, donde S¢ =

+0.25/V2 = 0.18 (compare-se este valor da precisdo estimada para a distancia AC obtida no primeiro levantamento com a precisdo das

distdncias medidas no segundo levantamento). Pode entdo construir-se a matriz dos pesos das observagdes (distdncias e coordenadas

deAeC):
1
00232 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 ﬁ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ﬁ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ﬁ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ﬁ 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ﬁ 0 0 0 0 0 0 0
We 0 0 0 0 0 ﬁ X 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 00222 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ﬁ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 @ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01_182 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ﬁ 0 0
1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0182 (1)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0182
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A 10000.041 10000.088

C 12487.139 10528.662

v =(-0.0007, -0.0006, -0.0030, 0.0030, -0.0028, -0.0019, 0.0039, 0.0029, —0.0023, 0.0025)
B | 10862.558 | 11103.995

Y10 v2=0.0081
D 11990.905 9387.489

E 10948.574 9461.958

F 11595.268 10131.602

Relativamente a situagdo em que os pontos A e C foram considerados fixos, foram agora acrescentados 4 parametros adicionais (as

coordenadas destes dois pontos) mas como se adicionaram 4 novas equacgdes, a redundancia manteve-se.

9. Problema do datum

A posicdo ndo é uma grandeza absoluta, isto é, a posicdo de um ponto no espago requer nao so a especificagdo de 3 parametros
independentes (coordenadas) mas também dos elementos do datum (referencial), devendo este Ultimo ser sempre considerado na
discussdo da precisdo e da exactiddo das coordenadas. No caso das redes topograficas, embora a posicdo relativa dos pontos seja de
grande importancia pratica, as respectivas coordenadas sé podem ser obtidas num datum (local, regional ou global) adequadamente
definido, que permita o célculo das posi¢des em fungdo das observag¢des realizadas. Fisicamente, numa rede 1D de nivelamento (de
gravimetria) isto quer dizer que enquanto ndo for fixada uma altitude (um valor da gravidade) qualquer translagdo em z mantém os
desniveis mas ndo permite a atribuicdo de altitudes aos pontos da rede; numa rede 2D, qualquer conjunto de uma translagdo no plano,
uma rotagdo em z e um escalamento mantém a posicao relativa dos pontos da rede, ndo permitindo a determinagdo das coordenadas
dos pontos da rede. Frequentemente é dificil decidir se os deslocamentos detectados numa rede sdo o resultado de movimentos reais,
podendo dever-se a erros nas observacOes ou a alteracBes no datum adoptado em diferentes épocas. Um datum usual no
posicionamento espacial é constituido por um sistema de eixos ortogonais e directos (X,Y,Z), que tem que ser localizado no espago.
Associado a defini¢do do datum esta a unidade de comprimento utilizada no cdlculo dos parametros (coordenadas). Uma forma de o
realizar é seleccionar ou materializar uma origem na proximidade da zona de interesse; a orientagdo dos eixos pode fixar-se alinhando
um deles (convencionalmente o eixo Z) segundo a dire¢cdo da forga da gravidade na origem (utilizando nivelas) e alinhando outro eixo
na direc¢do de um outro ponto. Esta definigdao é explicita na medida em que se baseia em pontos que tém existéncia fisica. A defini¢do
do datum pode ser implicita, isto é, ndo pode ser fisicamente realizado: é o caso de um datum espacial global com origem no centro
de massa da Terra, o eixo Z alinhado segundo o eixo médio de rota¢do da Terra e o eixo X definido de tal forma que o plano XZ contenha
o meridiano médio de Greenwich. Outro exemplo é a superficie de um elipsdide, a partir da qual se definem 3 parametros

independentes necessarios para definir a posicdo de um ponto: latitude, longitude e altitude elipsoidais. Um referencial espacial
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tridimensional requer a definicdo de sete elementos do datum: um elemento de escala, trés elementos de localizagdo da origem do
referencial e trés elementos de rotagdo dos trés eixos; para o posicionamento num plano devem ser definidos quatro elementos: um
elemento de escala, dois elementos de localizagdo da origem do referencial e um elemento de rotag¢do dos dois eixos. O numero
necessario e suficiente e o tipo de elementos do datum pode ser obtido através de uma combinagdo apropriada de observagdes: por
exemplo, em duas dimensdes, define-se um datum fixando as coordenadas de dois pontos da rede, assim como também se define um
datum fixando as coordenadas de um ponto de rede, uma distancia entre dois pontos da rede e o azimute (rumo) entre dois pontos

da rede.

Exemplo: foram observados os 6 desniveis ¢,, ¢,, £3, {4, ¢5, {5 COM Pgq =lgq indicados na figura, sendo os parametros as
altitudes C;, C,, C; e C, dos 4 pontos P1, P2, P3 e P4. Podem estabelecer-se as seguintes 6 equagdes entre as 6 observagdes e os 4

parametros (no=4, n=6, r=n-no=2, u=4, c=r+u=6):

({’1 +v, =—-C +C,
|f2+v2=C—C,y
£3+v3 =C, —C3
£y +v,=C3—-0C,
£5s +vs =C; —C3
L{’G +vs=C; —Cy

R
Problema do datum geodésico a 1-d

— —
ou, na forma matricial, €6, + Ug1 = Bg4Ay;, cOM

-1 1 0 0
|[ 01 0 - ]| Gy
| 01 -1 o] _ . - R — |G| _ N
B = = matriz dos coeficientes dos parametros, A = = vector dos parametros.
| 00 1 - 1| o
1 0 0 -1

A caracteristica C(B) da matriz B é igual ao nimero maximo de linhas ou colunas linearmente independentes, sendo igual a 3 (por
exemplo, a 12 coluna é igual a soma dos simétricos das 3 restantes colunas), isto €, existe um vector A= (A1, 22, 23,2,)T em que pelo
menos um dos A; # 0 e tal que BX = 0. Designa-se por nucleo da aplicagao f: R® - R* definida pela matriz B ao subespago
N(B) = { X€R%BA=0 }, cuja dimensdo d tem o nome de nulidade ou deficit de caracteristica de B, de tal forma que d = dim(B) -

C(B) =4 -3 = 1. A matriz 4x4 das equacdes normais N = (B'WB), dada por

3 -1 -1 -1
-1 3 -1 -1
N =
-1 -1 3 -1
-1 -1 -1 3
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tem caracteristica igual a 3 e portanto é singular, ndo tendo inversa, pelo que é impossivel estimar as altitudes a partir da equagdo

A= (BtWB)‘lBtW?, o que traduz o facto de qualquer translagdo em altitude dos 4 pontos manter os desniveis observados, ndo

sendo no entanto possivel calcular as altitudes dos pontos de forma univoca. O deficit de caracteristica é eliminado definindo um

datum, isto é, introduzindo uma quantidade independente fixando a altitude de (qualquer) um dos pontos, o que permite a inversao
da matriz normal e portanto a realizagdo do transporte das altitudes a partir do datum. Um datum com significado fisico € um elemento
fundamental no processo de determinagdo dos vectores posicdo ou vectores deslocamentos: para além de eliminar o deficit de
caracteristica da rede de monitorizagdo, um datum deve fornecer uma estimativa razodvel para o vector dos parametros e para a

respectiva matriz cofactor.

Exemplo: considerando o quadrilatero da figura seguinte, se forem observados os 8 angulos «; (i=1,..,8) indicados, sendo pretendidas
as coordenadas planimétricas dos 4 pontos os parametros (u=8), a matriz B dos coeficientes das equagées de observagdo, do tipo
vk —Rij+Ryj =—oy, k=1,...,8,1,j, =1,..,4, i#j#(, que relacionam os 8 angulos observados com as 8 coordenadas (X,Yi),i=1,...,4 é

8x8, tendo-se C(A)=4, pelo que d = 8 — 4 = 4 (deficit de caracteristica de A), correspondendo a possibilidade de qualquer conjugagdo

de duas translagdes (em X e em Y), uma rotacdo em torno de Z e a aplicagdo de um factor de escala manter os angulos observados. O
deficit de caracteristica é eliminado definindo um datum, isto é introduzindo 4 quantidades independente, por exemplo fixando as
coordenadas de dois dos pontos ou fixando as coordenadas de um dos pontos e definindo um rumo e uma distancia para outro ponto,

0 que permite a inversdo da matriz normal. Caso sejam medidas as 6 distancias djj (i=1,...4, j=1,...,4, i j) entre os pontos da rede, a
. - o o . 2 2_d2 .. . .

matriz A dos coeficientes das equagdes de observacdo do tipo Vi +(X; —Xj) +(Yi —Yj) =0jj, i,j=1..6,i# ], que relacionam as 6

distancias observadas com as 8 coordenadas (x,y;), i=1,...,4 é 6x8, tendo-se C(A)=5, pelo que d=8-5=3, correspondendo a

possibilidade de qualquer conjugacdo de duas translagdes em X e em Y e uma rotagdo em torno de Z manter a configuragdo da rede,

definindo as distancias medidas a escala (isto €, neste caso, as préprias observagdes definiram o factor de escala).

Y
no=8
n=8
r=n-no=0
u=8
c=r+u=38

Problema do datum geodésico a 2-d
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Analizando o eventual deficit dde caracteristica da matriz B,,;,, podem ser distinguidas causas externas, relacionadas com o
estabelecimento do datum e internas, relacionadas com deficiéncias de configuragao da rede. O deficit de caracteristica relacionado

com o datum é identificado através do deficit de caracteristica Cggmy da matriz By, , isto é, da diferenca entre o nimero de pardmetros

e o nimero de colunas linearmente independentes de By, ,: dqatum = U — Cgatum- O deficit de caracteristica relacionado com a

configuracdo tem como consequéncia que nem todos os pontos da rede podem ser determinados: designando por Ceonfiguracio @

caracteristica de configurac3o, definida como o numero n’ de linhas linearmente independentes da matriz Ay s tem-se nf=u-—

dgatum, O que significa que sdo necessarias e suficientes n’ observacdes independentes entre si para determinar a rede. Se existirem
nobservacdes independentes com n<n’, ha um deficit de caracteristica deonfiguragao = n® —n, com Ceonfiguragao = n® —

dconfiguragéo-
Os exemplos seguintes ilustram os dois tipos de deficit de caracteristica:

1) Rede com deficit externo de caracteristica relacionado com a defini¢do do datum:

Rede com deficit

externo de

- caracteristica:
observagoes
suficientes para
coordenar todos os

pontos, datum nao

estabelecido

Tendo sido efectuadas as 5 observagGes de distancia indicadas na figura anterior, para obter as coordenadas dos 4 pontos da rede é
necessario definir um datum; supondo que se fixam arbitrariamente as coordenadas do ponto 1 e que se fixa a direc¢do do ponto 1
para o ponto 3 (3 parametros no total), obtém-se as coordenadas do ponto 3 a partir da distancia S1 como intersecg¢do da direc¢do
fixada com uma circunferéncia de centro no ponto 1 e raio Si1; conhecidas as coordenadas dos pontos 1 e 3, obtém-se as coordenadas
do ponto 4 como sendo a intersec¢do da circunferéncia com centro no ponto 1 e raio Ss com a circunferéncia com centro no ponto 3
e raio S4; as coordenadas do ponto 2 sdo obtidas como sendo a intersecgdo da circunferéncia com centro no ponto 1 e raio Sz com a
circunferéncia com centro no ponto 4 e raio S3. Resumindo, n=5, no=5, r=n-ne=0, u=5, c=r+u=5. Posto o problema de outra forma,
pretende-se obter as coordenadas planas dos quatro pontos que constituem a rede, pelo que U=38; tendo sido efectuadas 5

observagbes de distancia Si, Sz, S3, S4, Ss, ou seja, n=5, tem-se dyum=8-5=3, pelo que a rede é livre, sendo necessdrio fixar as
coordenadas de um ponto (2 parametros correspondentes a uma translacdo no plano) e uma direcg¢do (1 pardmetro correspondente

a uma rotag3o no plano), o suficiente para que d =0, pois a escala da rede é fixada pelas préprias observacdes de distancia.
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2) Rede com deficit interno de caracteristica relacionado com a configuragdo da rede:

Rede com deficit interno de caracteristica: datum (eventualmente) estabelecido, observagGes insuficientes para coordenar todos os
pontos da rede

Tendo sido efectuadas as 13 observagdes de distancia indicadas na figura anterior, para se obter as coordenadas dos 8 pontos da rede
é necessario definir um datum; supondo que se fixam arbitrariamente as coordenadas do ponto 1 e que se fixa a direcgdo do ponto 1
para o ponto 2 (3 pardmetros no total), obtém-se em primeiro lugar as coordenadas do ponto 2 (com S3) e em seguida as coordenadas
dos pontos 3 e 4, podendo ser utilizadas diversas combinagées de Si, Sz, Ss, Ss e Ss (com redundancia, portanto). Para passar das
coordenadas dos pontos 3 e 4 para os pontos 5 e 6 verifica-se que falta uma observacédo (de 3 para 6 ou de 4 para 5), pelo que a figura
ndo pode ser completamente calculada. Resumindo, n=13, ne=13, r=n-ne=0, u=13, c=r+u=13. Posto o problema de outra forma,
pretende-se obter as coordenadas planas dos oito pontos que constituem a rede, pelo que U=16; tendo sido efectuadas 13
observac¢des de distancia ou seja, n=13, tem-se d =16-13=3, pelo que a rede é livre, sendo necessério fixar as coordenadas de um
ponto (2 parametros correspondentes a uma translagdo no plano) e uma direcgdo (1 pardmetro correspondente a uma rotagdo no
plano), o suficiente para que 0 =0, pois a escala da rede é fixada pelas préprias observacdes de distancia. Tem-se, no entanto, que
nem todas as 13 observagdes sdo independentes, pelo que, mesmo fixando o datum, o deficit de caracteristica é igual a 1.

A fixagdo de um datum numa rede é uma imposicao externa da posi¢cdo, da orientacdo e da escala da rede. As quantidades nao
enviesadas que podem ser estimadas no processo de ajustamento da rede tém que ser independentes de uma (eventual) mudanca

de datum (como é o caso do vector dos residuos).

Observaveis tx ty rz S
Informagdo contida nas observagdes
Distancias --- --- --- X
geodésicas Uteis para a defini¢do dos
Angulos azimutais -—- -—- - - parametros do datum 2D: tx e ty
- definem a translagdo em relagdo ao
Azimutes --- --- X ---
referencial (x,y) adoptado, r; define a
Posicoes X X X X rotagdo em relagdoaoeixozes
- — define a escala
Diferencas de posicdes -—- -—- X X
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Na generalizagdo para uma rede a 3 dimensdes, o deficit de caracteristica maximo da matriz B é igual a 7, sendo neste caso necessarias
7 quantidades de forma a definir o datum (este nimero é reduzido para 6 se a escala for obtida a partir de medig¢Ges de distancia e

para 5 se a orientagdo do eixo z for obtida a partir de observagdes da distancia zenital).

Nas redes geodésicas de 12 ordem a nivel europeu seguiu-se este procedimento quando estas foram observadas e processadas ha
mais de um século, definindo-se um ponto origem da rede — datum geodésico, no qual foram arbitradas coordenadas geodésicas (em
geral iguais as coordenadas astrondmicas), ondulagdo do gedide nula (altitude elipsoidal igual a altitude ortométrica), desvios da
vertical nulos (normal ao elipsdide coincidente com a vertical do lugar) e rumo (azimute geodésico) para outro ponto da rede

coincidente com o azimute astronédmico, convenientemente reduzido.

Como exemplo, cite-se o caso do datum Lisboa, tendo sido adoptado o elipsdide de Hayford, o primitivo vértice Castelo de S. Jorge
como ponto origem das coordenadas geodésicas, tendo as observages astrondmicas sido ai efectuadas cerca de 1890; a orientagao
da rede era dada pelo azimute Lisboa-Serves e a escala da rede era dada pela base da Chamusca (decdmetro de Repsold); as
observacgGes angulares foram efectuadas entre 1863 e 1888 utilizando teodolitos Troughton e Repsold, utilizando-se para efeitos de
calculo o método das equagdes de condigao, no caso da triangulagdo fundamental com um Unico bloco e no caso da restante 12 ordem
com varios blocos. Como outro exemplo, cite-se o caso do datum 73, tendo sido adoptado o elipséide de Hayford, o vértice Melriga
T.F.n2 4 como ponto origem das coordenadas geodésicas, tendo as observagdes astrondmicas sido ai efectuadas em 1964; a orientagdo
da rede foi obtida através de varias estagbes de Laplace; a escala da rede era dada através da base de invar de Vilar Formoso
juntamente com a medicdo de vdrios lados utilizando geodimetros AGA e Electrotape e telurémetros; as observagdes angulares foram
efectuadas nos anos 60 com teodolitos T3 e T4; foi utilizado o método da variacdo de coordenadas no célculo da triangulagdo
fundamental em bloco. A alteracdo do datum Lisboa para datum 73 deveu-se ao facto de o ponto origem no primeiro caso ser muito
excéntrico relativamente a configuragao do pais, o que se traduzia numa acumulagdo de erros provocando distor¢Ges nas regides mais
afastadas da origem; assim, a adopg¢do de uma origem na zona central de Portugal permitiu uma distribuicdo mais equilibrada das
distor¢Oes (note-se que as coordenadas dos vértices comuns aos dois data seriam diferentes devido a alteragdo da origem, mesmo se
tivessem sido utilizadas as mesmas observagGes para recalcular o transporte de coordenadas geodésicas, o que significa que a selec¢do
do datum ndo é irrelevante no resultado final do ajustamento, isto €, uma mudanca de datum traduz-se numa alteracdo das
coordenadas dos pontos da rede). Todas as observacGes subsequentes tendo em vista a densificagdo da rede estdo relacionadas com
a rede de 12 ordem através de observacdes ligando pontos novos aos ja existentes. Uma vez que as coordenadas dos pontos da rede
de 12 ordem ndo entram no calculo das redes seguintes (sdo consideradas fixas), o modelo nao sofre do problema do datum. O ETRS89
é um sistema global de referéncia recomendado pela EUREF (European Reference Frame, subcomissdo da IAG - Associagdo
Internacional de Geodesia) estabelecido através de técnicas espaciais de observagdo. No simpdsio da EUREF realizado em Itdlia em
1990 foi adoptada a seguinte resolugdo: "A Sub-comissdo da IAG para o Referencial Geodésico Europeu (EUREF) recomenda que o
sistema a ser adoptado pela EUREF seja coincidente com o ITRS na época de 1989.0 e fixado a parte estavel da Placa Euro-Asiatica,

sendo designado por Sistema de Referéncia Terrestre Europeu 1989 (European Terrestrial Reference System — ETRS89)".
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O estabelecimento do ETRS89 em Portugal Continental foi efectuado com base em campanhas internacionais (realizadas em 1989,
1995 e 1997), que tiveram como objectivo ligar convenientemente a rede portuguesa a rede europeia. Nos anos subsequentes, toda
a Rede Geodésica de 12 e 22 ordens do Continente foi observada com GPS (em cada sessdo foram utilizados 5 receptores de dupla
frequéncia estacionados em 5 pilares). A primeira fase do processamento consistiu no ajustamento livre da rede fixando o vértice
Melrica-TF4, de forma a detectar eventuais erros; como resultado do ajustamento da rede constrangida aos 11 pontos (fixos) da
solugdo IBERIA95, num total de 126 pilares geodésicos (560 vectores), os valores maximos das elipses de confianga foram 5.5 cm para
ambas as componentes, dentro dos valores esperados para este tipo de redes. O sistema PT-TMO6/ETRS89 devera substituir
completamente os anteriormente usados, que se consideram obsoletos. Quando se observa uma rede local para efeitos de andlise de
deformacéo, a precisdo necessaria é muito superior a da rede geodésica existente, pelo que a adopg¢do do datum nacional degrada os
resultados. Instalam-se por esta razdo redes locais independentes, sendo o datum seleccionado de uma forma optimizada para essa

aplicacdo particular.

Para definir um sistema de referéncia (datum) é necessario fixar parametros do datum, em nimero igual ao deficit de caracteristica
da matriz dos coeficientes das equagdes de observagdo (isto é, elimina-se a indeterminagdo do sistema de equagbes de condi¢cdo
fixando alguns parametros). Uma condig¢do importante na definicdo de um datum é que este ndo deve afectar a geometria da rede,
sendo a posicdo relativa dos pontos definida exclusivamente a partir das observacdes geodésicas efectuadas, isto é, o datum nao deve
impor restrigdes ou constrangimentos as observagdes (no sentido em que se forem incluidas mais equag¢des de constrangimento do
que o minimo indispensdvel, o problema de ajustamento torna-se constrangido e nesse caso as observagdes tém que se adaptar a
esses constrangimentos, podendo acontecer, num caso limite, as observagdes serem de grande qualidade mas, por terem de adaptar-
se a uma rede constrangida cujas estacGes tém as coordenadas mal calculadas (rede distorcida), virem a sofrer grandes correcc¢des

apds o ajustamento). Convencionalmente tem-se:

=  Rede a uma dimensao: define-se uma superficie de igual potencial como referéncia, fixando a altitude de um ponto da rede,
no caso de linhas de nivelamento (ou o valor da gravidade, no caso de linhas de gravimetria). Na maior parte dos casos a
escala da rede é obtida dos desniveis (diferengas de gravidade) observados; se a escala também for considerada como um
parametro do datum, é necessario fixar um desnivel entre dois pontos da rede (diferenca de gravidade) para além da altitude
(gravidade) de um dos pontos da rede.

=  Rede a duas dimensdes: define-se um sistema de coordenadas cartesiano fixando duas coordenadas de um ponto e o rumo
(azimute) para um segundo ponto. Se ndo forem observadas distancias, é necessario fixar uma distancia entre dois pontos da
rede. Neste ultimo caso, como alternativa é possivel fixar as coordenadas de dois pontos da rede.

= Rede a trés dimensdes: define-se um sistema de coordenadas cartesiano fixando trés coordenadas de um ponto, um rumo
(azimute) e dois dngulos zenitais. Sendo a escala um parametro do datum, entdo é necessario fixar uma distdncia. Como

alternativa podem fixar-se as coordenadas de dois dos pontos da rede e um outro elemento adicional.
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O problema do datum (problema de ordem zero) é a selec¢do do datum ou referencial local éptimo. Este problema resulta do facto
de que as coordenadas dos pontos de uma rede ndo sdo determinadas de forma univoca a partir de quantidades relativas como
angulos ou distancias. O problema de ordem um é um problema de configuragdo, onde as posi¢oes dos pontos e as observagGes
efectuadas sdo optimizadas. O problema dos pesos das observagdes numa configuragdo fixa é designado por problema de ordem
dois, de tal forma que as estimativas das coordenadas exibam propriedades estatisticas previamente fixadas, como por exemplo,
variancia igual para todas as coordenadas ou estimativas ndo correlacionadas para as coordenadas. O problema de ordem trés consiste

na optimizacdo de uma rede através da inclusdo de novos pontos ou observagdes. Tem-se, assim:

Parametros fixos | Parametros livres
Problema de ordem zero B, W X, Qx
Tipos de problemas envolvidos na concepgdo de Problema de ordem um W, Qx B
redes de monitorizagdo Problema de ordem dois B, Qx W
Problema de ordem trés Qx B, W

Como exemplo de um problema de ordem trés, considere-se o caso da densificagdo de uma rede através da inclusdo do ponto Ps,
utilizando para o efeito observagdes de distancia, a partir das quais se coordena o novo ponto por trilateragdo. Tendo obtido as

coordenadas do novo ponto, € possivel calcular os rumos de P4 para cada um dos pontos visados, por hipdtese: Rpp =27°,

RPAPZ = 1260 ’ RP4P3 = 2250 .

<

densificagdo de uma rede

Impondo como precisdo pré-definida para as coordenadas de P4+ uma circunferéncia de raiolcm (elipse de erro), isto é,
1 0
Q= [0 1
. . . . 6Xp,] . .
tem-se que as equacgdes que relacionam as observagdes com os pardmetros X = [GY ] sdo do tipo
Py

82— (Xp, —Xp) 2+ (Yo, = Yp) " =0  parai=1,2,3
ou, na forma linearizada, considerando os pontos 1,2,3 fixos,

0 0
Xp,—Xp; 5X, — Yp,~Yp;
2o Pa 2o
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ou seja,
—sinRp,p, —cosRp,p,| -0.454 —0.891
B =|—sinRp,p, —cosRp,p,[=|-0.809 +0.588].
—sinRp,p, —cosRp,p,| L+0.707 +0.707
Sendo
pr 0 O
0 0 p3

a matriz dos pesos das observacdes, consideradas n3o correlacionadas, a matriz N tem a forma N = BTPB = Q;%, ou

N = [0.206 p; + 0.654 p, + 0.5 p;  0.404 p, — 0.476 p, + 0.5 p3] B [1 0
~ [0.404 p, —0.476 p, + 0.5 p; 0.794 p, +0.346 p, + 0.5 ps] Lo 1

de onde se obtém p; = 0.511, p, = 0.974, p; = 0.515.

Em seguida é necessario concretizar este design éptimo nas observagGes realizadas: supondo que o distanciometro utilizado tem um
desvio padrdo op = 0.5 cm + 1 ppm = 0.5 cm + 1 X 107% x D), o desvio padrdo associado a cada uma das distancias medidas é
0; = 1.86 cm, 0, = 1.42 cm, 03 = 1.19 cm. Admitindo que observagdes repetidas da mesma distancia sdo ndo correlacionadas, o
desvio padrdo da média aritmética de n medigdes é 6 = op/+/n, cujo peso é p = 6%/0% = n 062/0%. Tomando oy =1cm, o nimero
de repeti¢Oes de cada distancia é, respectivamente, 1.76, 1.96, 0.73 ou, arredondando para numeros inteiros, 2, 2, 1. Estas repeticdes
conduzem ao desvio padrdo para os valores médios das distancias: 1.32 cm, 1.01 cm e 1.19 cm, a que correspondem os pesos 0.57,
1.00 e 0.71. Com estes pesos recalculam-se as matrizes N e Q:

1.13 0.11
0.11 1.15

(089 —0.08

N=| ~l-008 o088/

e N°1=Q

A partir dos elementos da matriz Q obtém-se os parametros da elipse: a=0.96 cm, b=0.80 cm, ¢ =133.22:

A elipse de erro da rede com observagGes com pesos modificados fica

completamente contida no circulo de raio 1 cm
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10. Equagdes de observagao mais comuns no caso de observagao de redes geodésicas ou topograficas

Apresentam-se de seguida as equagdes de observagdo mais comuns no caso de observagao de redes geodésicas ou topograficas, assim

como a respectiva versao linearizada:

(ZB— y !
Representacgdo grafica das medi¢des de distancia

inclinada s, rumo a, angulo azimutal 6 e dngulo

zenital T

1. Equacdo de observacdo para a distdncia inclinada s:

Se a distancia inclinada s entre os pontos A(Xa, Ya, Za) € B(Xg, Yg, Zg) for medida, o modelo funcional é

FRE) = [ (Xa—Xg)2 + (Yo — Yp)? + (Za — Zp)?] 2 —s=0

onde x=[Xa Ya Zy Xg Yg Zg]T e €=[-s]. Sendo [X2 Y2 ZA XB YB 7ZB]T valores aproximados para as
coordenadas dos 2 pontos, AXq,; = [6X, 6Y, 6Z, 6Xp 6Yg 6Zg]T as correcgdes introduzidas nas coordenadas durante as sucessivas

iteragdes do ajustamento, entdo
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- 9F T
X
JdF
0Ya
J0F
BIXG = aZA
JdF
X
J0F
0Yg
JdF
—aZB_
Xa —Xp T
[((Xa —Xp)2 + (Ya — Y)2 + (Zy — ZB)2]1/2
Yo — Y
[(Xa — Xp)2 + (Ya — Yp)? + (Zy — Zp)?] /2
Zpn—Zg
= [Xa = Xp)2 + (Ya — Yg)? + (Za — Zg)?] V2 _[9F) _
Xg — Xa A= [&] ==
[((Xa —Xp)2 + (Ya — Y)2 + (Zy — ZB)2]1/2
Yg — Ya
[(Xa — Xp)? + (Ya — Yp)? + (Za — Zp)2] /2
Iy —Zp
[[(Xa = Xp)2 + (Ya = Yp)? + (Zp — Z5)2] /2]

e a equacdo linearizada tem a forma AV + BAX —s + s, = 0, ou

0 0 0 0 0 -0 0 0 0 /0
XA XB gy, + A= YB g5y, ZA=ZB 57, KB XA gy YB - YAsy,
So So So So So So

0 _ 0
Zs —ZA 8Zg =s—Sg+V

com sy = [(Xa — XB)? + (YO} — Y®)? + (Z8 - 28)2]1/2 sendo a distancia espacial calculada entre os dois pontos a partir dos valores

aproximados das coordenadas.

2. Equacdo de observacdo para o rumo o:

Se o rumo a entre os pontos A(X,, Ya, Za)e B(Xg, Y, Zg) for medido, o modelo funcional é

Xg — Xa

—= 2 _4a=0
Yo —Ya O

F(%€) = atan
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ondeXx=[Xa Yo Xg Yg]TeZ =[—a].Sendo[X] Y2 X3 Y3]T valores aproximados para as coordenadas dos 2 pontos e By, =

[6X, 8Ys 6Xg 6Yg]Tas correccdes introduzidas nas coordenadas durante as sucessivas iteragdes do ajustamento e, lembrando que

9t = ou
—atan u=_———, tem-se
rOF 7T Yg — Y, T
0Xa (Xg — Xa)?2 + (Yg — Ya)?
IF Xg — X, _[9F7 _
el A=|—|=[-1]
B || _| (s —Xa)?+ (s —Ya)? da
1x¢ =1 o | T Yg — Ya
0Xg (Xg — Xa)?2 + (Yg — Ya)?
dF _ Xg —Xa
10 | L (Xg —Xa)? + (Yp — Ya)?2.

e a equacao linearizada tem a forma
Av+BZ—oz+010 =0

ou

Yo —Y? X8 — X9 Y2 — Y9 X8 — X9
B__A B A Y, + =2 6K — ———26Y5 = (a—ap) + v

2 2 2
hOAB hOAB hOAB

com hZ,s = (X5 — XB)? + (Y2 — Y8)? sendo a distancia horizontal entre os dois pontos A e B calculada a partir dos valores

aproximados das coordenadas.

3. Equacdo de observacdo para o angulo azimutal 6:

Se o angulo azimutal 8 for medido no ponto A, no sentido retrégrado, de B para C, entdo 8 = - a, onde a e 8 sdo os rumos de AC e

AB, respectivamente. O modelo funcional é:

> Xc — Xa X5 — XA
F&8) =atan—— 2 —atan——2_9=0
x2) aanYC_YA aanYB_YA

ondeX=[Xy Yo Xg Yg Xc YcIT, € =[-6]. Sendo [X] Y2 X3 Y3 X% Y2]Tvalores aproximados para as coordenadas dos 3
pontos e ZGX1 = [6X, 6Y, 6Xp 6Yg 6Xc 8Yc]T as correcgdes introduzidas nas coordenadas durante as sucessivas iteragdes do

ajustamento:
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_6F 1T [ YC_YA + YB_YA 1F
0Xa X —=Xa)?+ (Yc —Ya)?  (Xg—Xa)? + (Yg — Ya)?
6F XC - XA XB - XA

0Ya X —Xa)2+ (Ye—Ya)?2 (Xg—Xp)? + (Yg —Yu)?
9F Yy — Y,

B1><6 = aXB = (XB - XA)2 + (YB - YA)Z A= [E:l — [_1]
oF Xg — Xa 20
dYg (Xg —Xa)% + (Yg — Ya)?
oF Yo —Ya
0X¢ (Xg —Xa)? + (Yo — Yu)?
9F B X — X,

oYl L (Xc —Xa)? + (Ye — Ya)?

a equagao linearizada tem a forma

Av+BR—0+86,=0

ou
P B PO B O P S
- A - AT T 12 B B c—— 2  “lc—
thB thC thC thB h%AB h(Z)AB h%AC h?)AC
9 — 60 + Vv

2 2
comh3,g = (X5 — XB)2 + (Y2 — Y8)2 e hZyc = (X8 — X§) + (Y4 — Y§)” sendo a distancia horizontal entre os dois pontos A e B e

entre os pontos A e C calculada a partir dos valores aproximados das coordenadas.

4. Equacdo de observacdo para o dngulo zenital

Sendo T o angulo zenital medido entre A e B, o modelo funcional é:

Zg — 7y

FZ2) = _
O = o | T xo) + (Vg — Vo2 + (2 — 2z e

=0

ondeX=[Xn Ya Za Xg Yz Zg]T e =[-; sendo (X,Y2, 29 X3, Y2, Z9) valores aproximados para as coordenadas dos 2
pontos e stl = [6X, 8Y, 6Z, 6Xg 6Yg 6Zg]T as correccdes introduzidas nas coordenadas durante as sucessivas iteracdes do

ou

1 .
/l—uz OX

ajustamento, tem-se, lembrando que Eacos u=—
)4
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Zg—Z, Xy — Xg 1

[OF T | (K — X2 + (Y — Vp)2 (Ka — Xp)2 + (Y4 = Yp)2 + (Z4 — Zp)?

X,

6_F Zg —Z, Y, - Y

oY, V& = Xp)2 + (¥ — Yp)2 (Xa = Xp)? + (Vy = Yp)? + (24 — Zp)?

7 Xt (G ) -

Biyxe = 6};1 = (Xa —Xp)2 + (Yy — Yp)?2 + (Zy — Zp)? A= [a_( = [-1]

—_— ZB - ZA XA - XB

06)23 X = Xp)2 + (¥ — Yp)2 (Xa = Xp)? + (Ya = Yp)? + (Zy — Zp)?

A Zp—Z, Y, =Y

61? V& = Xp)2 + (¥, — Yp)2 (Xa = Xp)? + (Y = Yp)? + (24 — Zp)?
102, VX = Xp)? + (Y = Yp)?

(Xa — Xp)* + (Ya — Yp)? + (Zy — Zp)?

a equagao linearizada tem a forma

Av4+BR—(+(, =0

ou
Xg — X3 Ys - Y3 h X3 — X3 Yg - Y3 h
—# A_#SYA-F_(Z)&ZA-F ZB A B ZB A 6YB__(2)6ZB=<_Z0+V
Sy tang, Sy tang, So Sp tan{, Sp tang, So

5. Equacdo de observacdo para a direccdo azimutal £:

Se € for a direcgdo azimutal observada no ponto A para o ponto B, tem-se:

. 0 0 0 0 0 0 0 0

ajustado _ pcalculado _ YB—YA Xg—Xa Yg—Ya Xg—Xa

Rg = Rip — 2 06X, + 2 6Y, + 2 6Xg — 2 6Yg,
0AB 0AB 0AB 0AB

correspondendo estes ultimos termos a variagdo do rumo de A para B para pequenos deslocamentos de A e B. Tem-se, por outro lado:

ajustado __ 0
Rip =£€+R,
onde R% € o rumo do zero da graduagdo azimutal na estagdo A. Assim:

0 _0
LAY = & + RS
0AB

Y3 -9 X3 -x3 Y3-v§
Riaéculado _ B2 A 5XA + B2 A 5YA + B2 A GXB _
hGaB hGaB hgaB

Pondo R) = R} + 6RY, tem-se:

0 0 0 0 0 0 0 0
YB — YA XB - XA YB B YA XB — XA 5YB =04+ R% _ Ri\a}%culado

em que a incégnita 5R°A é a mesma para todas as direc¢des definidas a partir da estagao A.
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11. Definicdo de um datum através de uma base com variancia nula

Um datum fisicamente realizado consiste nos seguintes principios:

1) um referencial que se identifica com a realidade fisica (que se materializa) através da ligagdo a um conjunto de pontos
convenientemente monumentalizados
2) a matriz de variancias-covariancias dos parametros depende de uma base com variancia nula convenientemente

identificada, definida como um subconjunto dos pontos da rede

. - =nx1 nx1i . .. .
Considerando uma rede geodésica representada pelo modelo € +U = B™XU X1 onde a matriz B tem deficit de caracteristica

igual a d, a forma convencional de definir o datum consiste em eliminar a(s) coluna(s) da matriz B dos coeficientes dos parametros
que se refere(m) ao(s) parametro(s) considerado(s) fixo(s) e portanto cuja variancia é nula, isto é, no decorrer do processo iterativo

ndo ha alteragdo do valor desse(s) parametro(s).

Se o modelo anterior sofrer uma particdo segundo este conceito, ou seja, [x] T=[x, x,]T,em que se supde para simplificar a escrita

que os parametros que se fixam ocupam as ultimas d posi¢cdes do vector dos pardmetros, (o que significa que as coordenadas

aproximadas de X, permanecem inalteradas durante o processo iterativo) :

—>(u-d)x1
SNX1 _px1 - x(u—d X X(u—d) 2(u-d)x1 2
g+ =g gea =[BT ppxd] |71 = g glum DXty goxd gda
X2

onde as d componentes de X, definem o datum. As colunas da matriz B,, em nimero d, sdo uma combinagdo linear das colunas da
matriz B;, ou seja, existe uma matriz L tal que
nx(u—d) y(u-d)xd _ pnxd
B} L = B}
isto é,

B?x(u—d)L(u—d)xd _ ngd — [B;lx(u—d) ngd] [L(u—d)xd] -

_Idxd

com |4 sendo a matriz identidade de dimensdo d, o que é uma generalizagdo da relagdo AL =0. Utilizando a express3o anterior, tem-
se:

—-nXx1 R - —(u— - — -
) + Un><1 — B?X(u d) Xiu d)x1 + Bilx(u d) L(u d)xd ngll

ou

Enx1 n Un><1 _ B;lx(u—d) L(u—d)xd §9X1 — B;lx(u—d) }—igu—d)xl

que é um modelo de caracteristica completa ou regular (ndo singular, portanto) cuja solugdo é dada por:
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%31 =0 (parametros fixos ao longo do ajustamento)

Q

;(2 =0 (variancia zero para os parametros considerados fixos)

il(u—d)xl — (B'lr (u—d) xn p nxn Bilx(u—d)) _1B'1F (u—d) xn ann@:nxl _ Bziz)

Qx, = (B,"PB,)

No caso de um modelo com equagdes lineares, considerando X, =0, a solugdo é dada por
—-nx1

_)Zol(u_d)X1 — (BI (u—d)xn pnxn B;lx(u—d))_lBI (u=d)xn prng

No caso de um modelo com equacdes linearizadas, em cada iteragdo célcula-se o acréscimo aos parametros com

ﬁiol(u_d) X1 _ (BI (u-d) xn pnxn Bilx(u—d)) _1BI (u=d)xn pnxni:’nxl' \7V=,80 —eg,

seguido por

1= 6201 - Lgl.

>l

Fixados o(s) ponto(s) do datum, as matrizes cofactor Qg @ Qxyx, sdo independentes da selec¢do dos valores numéricos de X, ; no

entanto, estas matrizes dependem fortemente de que ponto(s) se tomou como datum. Esta abordagem tem a vantagem de conduzir

a uma matriz normal de dimensdo baixa, economizando tempo de calculo mas esta restringida ao caso especial da definicdo do datum

por fixacdo de d componentes do vector X,

Exemplo de rede 1D: considere-se a seguinte rede local de nivelamento constituida pelos pontos P;,P,,P;,P,, de altitudes
respectivamente C;,C,,C3,C, , sendo as linhas de nivelamento aproximadamente do mesmo comprimento. As equagdes de

observacgdo sdo (modelo paramétrico):
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P /Q /,1+1)1:C2—C1:l.2mm
[24-02 =C3—C1:l.6 mm

/,3+U3=C4—C1 =1.7mm

J €4+U4=C3—C2 =1.2mm
/Q4 55+USZC4—C2:2.1mm
f6+l)6 =C4—C3 =1.3mm

F E

Rede de nivelamento geométrico

[0.0012]
[—1 1 0 O]
1 0 1 0 0.0016
. B . o |—1 0 0 1 0.0017
O modelo aplicado é representado por: €45, + Ug1 = Bg4X41, Bga = | 0 —1 1 ol lgq = 0.0012
l 0 -1 0 1J 0.0021
0 0 -1 1 00013

Supondo que as observac¢des sdo ndo correlacionadas e de precisdo igual a 1 mm, <2 =1, tem-se:

(100000 0 0 0 0
0 10000 0 0 O
0 1.0000 0 O
0 0 10000 0 O
0 0 0 1.0000 0
0 0 0 0 10000

(10000 0 0 0 0
0 10000 0 0 0
0 1.0000 0 0
0 0 1.0000 0 0
0 0 0 1.0000 0
0 0 0 0 1.0000]

o O o
o O o

Sops =1.0x107° m? | Qqps =1.0x107°

o O O o
o O O o

[1.0000 0 0 0 0
0 1.0000 O 0 0
0 1.0000 O 0
0 0 1.0000 O 0
0 0 0 1.0000 O
0 0 0 0 1.0000

o O O

Pops = 1.0x10°

o O O o

sendo a matriz normal é dada por
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3.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000

—1.0000 3.0000 -1.0000 -1.0000 . s ,
Ny =Ags PseAgq =1.0x10° que sendo singular, ndo é invertivel (d=4-3=1).
’ ' B —-1.0000 -1.0000 3.0000 -1.0000

—1.0000 -1.0000 -1.0000 3.0000

a) Mantendo a altitude do ponto P, fixa ao longo do ajustamento, por exemplo 101.0000 m (utilizando um valor arbitrario ou

ligando a rede local a rede nacional através de nivelamento geométrico a partir de uma marca de nivelamento), este ponto é escolhido

como datum numa rede de constrangimento minimo. Isto traduz-se em que a 42 coluna da matriz B, referente a x,, é eliminada,

obtendo-se a seguinte matriz B1 com deficit de caracteristica d=0:

-1 0 [0]
[—1 0 1] 0 [Xf,l G
- C
Bo* = B}’ Bgl]=|| to 0| 1|, %41 = -1 72||,  c4=1010000m.
0o -1 1}1lo - Cs
[ 1 e
Lo o -—11 L4

o R e 5 23,1 36T 6,3y-113,67 7 211y
Para obter a estimativa do vector dos pardmetros utiliza-se a expressdo X, = (B;"° By~ ) *By° Pge(£%! — B§¥'X;") juntamente

com a informacdo estatistica seguinte, isto é:

-1 0
-1 1
-1 -1 00
%, =[101.0000], L=|-1|, A;= .
-1
0 -1 0
| 0 0 -1
100.9976 0.5000 0.2500 0.2500
%; =|100.9982| - altitudes dos pontos P1, P2 e P3,  Qpa =1.0x107%{0.2500 0.5000 0.2500,
100.9991 0.2500 0.2500 0.5000
[-0.6000] [ 0.5000 -0.2500 -0.2500 0.2500 0.2500 0
-0.1000 -0.2500 0.5000 -0.2500 -0.2500 0 0.2500
_ 3| 0.7000 _6/-0.2500 -0.2500 05000 0  -0.2500 -0.2500
$=1.0x10 . Qpes =1.0x10 ,
-0.3000 0.2500 -0.2500 0 0.5000 -0.2500 0.2500
-0.3000 02500 0 -0.2500 -0.2500 0.5000 -0.2500
| -0.4000] | 0 0.2500 -0.2500 0.2500 -0.2500 0.5000
[0.0006 | [ 05000 0.2500 0.2500 -0.2500 -0.2500 0
0.0015 0.2500 0.5000 0.2500 0.2500 0 -0.2500
i 0.0024 Ourent s ~10x10°° 0.2500 0.2500 0.5000 0 0.2500  0.2500
ajus 10,0009 |7 <opsalust -0.2500 0.2500 0 0.5000 0.2500 -0.2500]"
0.0018 -02500 0  0.2500 0.2500 0.5000  0.2500
0.0009| | 0 -0.2500 0.2500 -0.2500 0.2500  0.5000]

T

L L 1.2 mm? ( )_ -6 _ 2
vTuo=12mm?2,s§ = usd 6oa+1 =04 mmz,terar =15x10 ,Zpar —SOQpar-
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b) Caso se considere que as observag8es sdo ndo correlacionadas mas de precisdo diferente, uma situagdo mais comum, tem-se,

por exemplo para a seguinte matriz de variancias-covariancias:

[0.0100 0 0 0 0 0
0 00225 O 0 0 0
Sp, 105107 0 0 00400 O 0 0 w2,
0 o0 0 00625 0 0
0 0 0 0 0.0900 0
| 0 o0 0 0 0  0.1225
[0.0100 0 0 0 0 0 ]
0 00225 0 0 0 0
Qups ~10x10°* 0 0 0.0400 O 0 0 2
0 0 0 00625 0 0
0 0 0 0 0.090 0
| o0 o 0 0 0  0.1225
100000 0 0 O 0 0
0 04444 0 O 0 0
B 10x10° 0 0 0.2500 0 0 0
obs 0 0 0 01600 0 0
0 0 0 0 01111 0
| 0 0 0 0 0  0.08166]

sendo a matriz normal é dada por

1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500
-1.0000 1.2711 -0.1600 -0.1111
-0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816
-0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427

N44 = Byg PsBgs = 1.0 X 10° que sendo singular, ndo é invertivel (d=4-3=1).

Mantendo o ponto P, como datum, com cota igual a 101.0000 m, tem-se:

-11 0 0 -1 10
[ 1 0 1 0] 1 -10 1]
-1 0 0 1| - | -1 0 0
= . L=|-1 =
B= | 0 1 1 ol % [101.0000], ! , By 0 1 1l
l 0 -1 0 1J ) l 0 -1 OJ
0 0 -1 1 0 0 -1
100.9977 0.2385 0.2133 0.2042
X1 =|100.9987 | -> altitudes dos pontos P1, P2 e Ps, Qpar=1.0x10*5 0.2133 0.2719 0.2016|,
100.9994 0.2042 0.2016 0.3251
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[-0.1798] 0.0163 -0.0225 -0.0252 0.0612 0.0585 -0.0026]
0.0722 -0.0225 0.0699 -0.0342 -0.1326 -0.0117 0.1208
- _3| 0.5910 5| -0.0252 -0.0342 0.1615 -0.0091 -0.2133 -0.2042
v=1.0x10 Qres =1.0x10
-0.5480|’ 0.0612 -0.1326 -0.0091 0.4312 -0.0703 0.1235|’
-0.8292 0.0585 -0.0117 -0.2133 -0.0703 0.6281 -0.2016
|-0.6812] | -0.0026 0.1208 -0.2042 0.1235 -0.2016 0.8999|
[0.0010] [ 0.0837 0.0225 0.0252 -0.0612 -0.0585 0.0026]
0.0017 0.0225 0.1551 0.0342 0.1326 0.0117 -0.1208
- 0.0023 _5| 0.0252 0.0342 0.2385 0.0091 0.2133 0.2042
Lajus = ’ Qobsajust:]--OXlo .
0.0007 -0.0612 0.1326 0.0091 0.1938 0.0703 -0.1235
0.0013 -0.0585 0.0117 0.2133 0.0703 0.2719 0.2016
1 0.0006 | | 0.0026 -0.1208 0.2042 -0.1235 0.2016 0.3251 |

T

V'L 184mm?

n-u+d 6-4+1

2
vrv=184mm?2,sH =

=0.61mm?, tr(Qpar): 0.8355x10°° , Zpar = S(2J Qpar -

Como se poderia prever, a mudanga nos pesos das observa¢des teve consequéncias ndo s6 a nivel dos valores obtidos para os
parametros como para toda a informacdo estatistica associada, em particular a relativa a matriz cofactor dos parametros (razdo pela

qual é necessério um cuidado especial na atribuigdo dos pesos correctos as observagées).

c) De seguida, importa refazer o cadlculo mantendo os ultimos pesos das observagGes mas alterando o ponto tomado como datum;
considere-se assim o ponto P1 como datum, ao qual se vai atribuir a cota 202.0000 m (ou qualquer outro valor definido de forma
arbitraria (como por exemplo a cota obtida para P1 no calculo precedente, 100.9977 m) ou através de nivelamento geométrico a partir

de uma marca de nivelamento da rede nacional):

-1 1.0 0 1.0 0
[-1 0 1 0] 1 [0 1 0]
B=|'3 _2 (1) (1)| %, = [202.0000], L=|-1], B1=|_(i (i B|
lo 10 1J -1 l-1 0 1J
0 0 -1 1 0 -1 1
100000 0 0 O 0 0
0 04444 0 O 0 0 202,001
Pobszl.OxlO6 0 0 0.2500 0 0 0 X1 = 202:0017 - altitudes dos pontos P2, P3 e Ps
0 0 0 01600 0 0 ’ ’ ’
0 0 0 0 01111 0 202.0023
| 0 0 0 0 0  0.08166]
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[ -0.1798]
0.0722
0.0837 0.0225 0.0252 0.5910
-5 . -3 :
Qpar =1.0x10 0.0225 0.1551 0.0342 |, v =1.0x10 _0.5480]"
0.0252 0.0342 0.2385
-0.8292
| -0.6812]
0.0163 -0.0225 -0.0252 0.0612 0.0585 -0.0026 | [ 0.0010]
-0.0225 0.0699 -0.0342 -0.1326 -0.0117 0.1208 0.0017
_s| -0.0252 -0.0342 0.1615 -0.0091 -0.2133 -0.2042 - 0.0023
Qres =1.0x10 , fajus = ,
0.0612 -0.1326 -0.0091 0.4312 -0.0703 0.1235 0.0007
0.0585 -0.0117 -0.2133 -0.0703 0.6281 -0.2016 0.0013
| -0.0026 0.1208 -0.2042 0.1235 -0.2016 0.8999| | 0.0006]

0.0837 0.0225 0.0252 -0.0612 -0.0585 0.0026]
0.0225 0.1551 0.0342 0.1326 0.0117 -0.1208
0.0252 0.0342 0.2385 0.0091 0.2133 0.2042
-0.0612 0.1326 0.0091 0.1938 0.0703 -0.1235|"
-0.0585 0.0117 0.2133 0.0703 0.2719 0.2016
0.0026 -0.1208 0.2042 -0.1235 0.2016 0.3251]

-5
Qobsajust =1.0x10

T

V'L 1.84mm? ( )_ -5 _ 2
vT L =184 mm?2,85 = uid 6-4:1 :0-61mm2,terar =0.4773x10 » Zpar —SOQpar-

A mudanga de datum, para além da alteragdo débvia nos parametros, isto é, nas altitudes, reflectiu-se na matriz cofactor dos
parametros; a restante informacdo estatistica relativa aos residuos, observagdes ajustadas e respectivas matrizes cofactor manteve-
se. Caso tivesse sido tomado para cota do ponto considerado como datum o valor P1=100.9977 (a cota obtida em b) para P1), as
altitudes dos restantes pontos seriam P2=100.9987, P3=100.9994, P4=101.000, isto &, o valor dos parametros ndo se alterava mas a
matriz cofactor seria diferente! Ndo é portanto indiferente a escolha do datum, mesmo nesta situagdo em que nao ha alteragdo do

valor das altitudes, implicando a alteragao do ponto origem da rede a variagdo da precisao das altitudes.

A posicdo relativa dos pontos ajustados numa rede de constrangimento minimo é invariante e forma uma estrutura rigida. Quer isto
dizer que independentemente do datum adoptado, embora as coordenadas dos pontos da rede variem de caso para caso, as distancias

ajustadas e os dngulos ajustados ndo variam.

d) Os exemplos anteriores traduziram-se na fixacdo da cota de um unico ponto como datum numa rede 1D, suficiente para a
resolucdo do deficit de caracteristica do sistema de equagdes, obtendo-se desta forma uma rede com constrangimento minimo.

Mantendo as altitudes dos pontos P; e P, fixas ao longo do ajustamento, estes pontos sdo escolhidos como novo datum numa rede

constrangida (com um constrangimento superior ao estritamente necessdrio para eliminar o deficit de caracteristica da rede. Tem-se

entdo que as duas Ultimas colunas da matriz A, referentes a xze a x,, sdo eliminadas, obtendo-se a seguinte matriz com deficit de

caracteristica d=0:
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-1 1970
[—1 o] 1
A e |
HElE
Lo oll

—6,1
%' = @ P oBl ) B R @ - B 5 <

0.0867 0.1469

0 =10 10_5{ 0.1102 0.0867 }
par =1 X ,

0]

0 [)?21 G

. |’ c |l . { 500.9994}

I X = = ’ XZ =
0 | c 501.0000
Z21 3

1J| b {CJ

]
500.9977 - altitudes dos pontos 1 e 2,
500.9987

[ -0.1800] 0.0016 -0.0023 -0.0023 0.0060 0.0060 0
0.0792 -0.0023 0.0115 -0.0110 -0.0087 -0.0087 0
. 3| 05792 4| -0.0023 -0.0110 0.0290 -0.0087 -0.0087 0
$=1.0x10 . Qpes =1.0x10
-0.5409 0.0060 -0.0087 -0.0087 0.0478 -0.0147 0
-0.8409 0.0060 -0.0087 -0.0087 -0.0147 0.0753 0
| -0.7000 0 0 0 0 0 0.1225|
[ 0.0010] 0.0837 0.0235 0.0235 -0.0602 -0.0602 0
0.0017 0.0235 0.1102 0.1102 0.0867 0.0867 0
;| 00023 O =10x10°5 0.0235 0.1102 0.1102 0.0867 0.0867 0
s 0.0007 |7 <opsaust -0.0602 0.0867 0.0867 0.1469 0.1469 0
0.0013 -0.0602 0.0867 0.0867 0.1469 0.1469 0
| 0.0006 | 0 0 0 0 0 0]
: . @- Uv _18smm’ , tQuar) = 0.2571x10°8 3, = 53Q
viv=186mm?, $p=—— — =" =0.62 mm? par)= Y » “par = 90 Ypar .

Neste caso, as altitudes de P; e P, ndo podem ser escolhidas de forma arbitraria, devendo a equagdo de constrangimento que

relaciona os dois parametros corresponder a realidade fisica que é o desnivel entre ambos os pontos: caso contrario, para verificar o

constrangimento os residuos das observagdes tornam-se muito grandes, de forma a adaptarem-se a rede.

g
[Bsz Bsz =| 01 _01 (1)
e

_ (BZ 6TP66]362) 1Bz 6TP66(€ — B§*2 —>§1

0.0867 0.1469

0 =10 105{ 0.1102 0.0867 J
par = +.UX ’

0]
0 [7(21 G
1 i 1 C, ~ 510.9994
i % = = » X =
0 | Cs 501.0000
221
1J| [XZ C
4
1]
507.2806 - altitudes dos pontos1e 2,
507.2003
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[ -0.0815] [ 0.0016 -0.0023 -0.0023 0.0060 0.0060 0 ]
3.7172 -0.0023 0.0115 -0.0110 -0.0087 -0.0087 0
| -6.2823 4| -0.0023 -0.0110 0.0290 -0.0087 -0.0087 0
U= . Qpes =1.0x10
3.7979 0.0060 -0.0087 -0.0087 0.0478 -0.0147 0
-6.2024 0.0060 -0.0087 -0.0087 -0.0147 0.0753 0
| -10.0007| 0 0 0 0 0 0.1225|
-0.0803] [ 0.0837 0.0235 0.0235 -0.0602 -0.0602 0]
3.7188 0.0235 0.1102 0.1102 0.0867 0.0867 0
;| -62806 O ~10x10°5 0.0235 0.1102 0.1102 0.0867 0.0867
aus 3.7991 |7 <opsajust -0.0602 0.0867 0.0867 0.1469 0.1469
-6.2003 -0.0602 0.0867 0.0867 0.1469 0.1469
| -9.9994 | | 0 0 0 0 0 0]

v'v 186 mm?

n—u+d 6-4+1

=548.02 mm?, tr(Qpar)= 0.2571x10°° , Zpar = 5(2) Qpar -

vT L =1096.04 mm?, S5 =

Exemplo: considerando a rede 2D constituida pelos pontos 1, 2, 3, 4, foram realizadas as 6 observagGes de angulos azimutais indicadas

na figura (a precisdo angular é igual a 3”, observag8es ndo correlacionadas). Ajuste a rede considerada.

342 =502.3349 o

241=382.7919

412 =72°.7162

124=682.4919

423=812.7109

234=472.9542

As seis equacbes que relacionam as observa¢des com os parametros sdo:

- X9 — %3 x§-x9 -
R=R%2-R%4—-412+v, —atan 2“1 _atan—3—L-412+v; =0
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. X3 -x%9 x3-x% -
F, =R%3-R%4—-423+v, =atan 3“2 _atan4——2-423+v,=0
Y9 _ —
3 2 4 2
5 X9 - X3 X9-Xx9 -
Ry =R%4—-R%1-124+v; —atan =2 _atant——2-124+v3=0
F,=R%1-R%,-241+ —atanx£7 2—atan 27)(2_2211_'_\/ =0
4 = 41 4,2 Vg = 0 0 0 0 4=
1~ 14 2 T4
0 0 0 0
Fs:R°4,2—R°4,3—342+2n+v5:atan%—atan%—uuzmvg,:o
Y9 -Y} Y9 - Y]
R 0 _ 0 %9 _ %0
Fs =R%4-R%2-234+vg =atan=2—=3 _atan=2—"3 2344+ v =0
Y-, -,
4 3 2 3

L , 61 > . ~ n ) o
0 modelo linearizado é representado por v "~ + B®8 §x81 = %! podendo utilizar-se as equagdes de angulo azimutal linearizado:

g vl Eod o) (e-vi)  beoxd) fe-ve)  be-xd)
—h - > —4 Y. DX+~ R5Yp + AL ¢ - ASY =0-6g + v ;
hoas  Moac hoac hoas hoaB hoas 0AC 0AC
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Y, =Y. Y5 =Y. X5 -X X, -X Y, - - =Y. -M A N
=2 21 2 21 5X, +| —2 21 4 21 5Y; - 2L 5, +—2 216Y4+ 2 21 §Xy — —2 215Y2:412—412°+v1
d? d9 d9 d? d? d? d9 d9
41 21 21 41 41 41 21 21
0 0 0 0 0 0 0 40 0 0 0 0 0 0 0 a0 . R
R = \(40—\2(2*\(30 ;(2 5X o + 30 227X40 >2(2 5Y27Y40 \2(2 8X4+X4O >2(2 8Y, Y3O 52 5x37M30 ';"25\@:42374230”2
dz2 dz2 d32 dz2 dz2 dz 2 d32 dz2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0_ a0 R R
F3= Y-Ys ;(2 _Ya- Yz :2 5X 5 + Xa >2<2 X 2(2 5Y, — A ZZ 8Xq + X1 ;(2 8Y; + Ya \2(2 X4 — Ma ';"2 8V, =124-124° 1 v4
0 0 0 0 0 0 0
di2 da2 dz2 di2 di2 di2 dz2 da2
0 0 0 _\0 0 0 0 40 0 0 0 0 0 0 0 _ a0 . .
Fy = Yz_\2(4 7% 5X 4 + X1 -Xa X2 >2(4 5Y, — Y2 \2(4 85Xy + %2 >2(4 8Y, + i1 Z“ 8Xq — Mg 2"4 8Y; =241-2410 + v,
0 0 0 0 0 0 0 0
d24 dig dig d2,4 d2,4 d24 dig dig
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 _ a0 . .
5 = \(3—\2(4—% 5x g +| X2 )2(4 _X8 )2(4 v, - 3 Z“ X5 + 23 )2(4 SYs + 12 \2(4 5Xp — M2 ';"4 8Y, =342-342°0 1 vg
0 0 0 0 0 0 0 0
d3 4 d24 dz4 d3 4 d3 4 d3a d24 d24
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Fs = Yo-Y3 Ya-Y3 5X3 + Xa—X3 X3-%X3 5Y3 — Y228 sy, + X2 X3 5y, YA Y3 5y, XA X35y, 034 23404 Ve
a9 957 d95° d95° d95° d95° 4957 957
2,3 43 43 23 2,3 2,3 43 43
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O deficit de caracteristica desta rede é igual a quatro, pelo que é necessario fixar as coordenadas X e Y de dois dos pontos,
correspondentes a posicdo, orientagdo e escala da figura considerada (ou, como alternativa, fixar as coordenadas X e Y de um ponto,
uma distancia entre dois pontos e um rumo entre dois pontos). Atribuindo valores arbitrarios a (X, Y1), (X2, Y2), de tal forma que 6X1=0,
6Y1=0, 6X2=0, 8Y2=0, calculam-se as restantes coordenadas dos pontos da rede utilizando as observagées efectuadas, valores que vao
ser utilizados como aproximacao inicial no processo iterativo, juntamente com a matriz P dos pesos das observacgdes (o referencial

utilizado é definido de forma a que a origem coincida com o ponto P1 e o eixo Y tenha a direcgdo dos pontos P1 e P2):

X1=500 m Y1=500 m
X2=500 m Y2=715.496 m
X3=330.814 m Y3=1010.945 m
X4=194.430 m Y4=595.079 m
iteracao = 1

0.00066002 855892
-0.00126475 754260
0.00115463 753269
0.00032627 415256

X3 = 3.308146600285589e+002

Y3 = 1.010943735242458e+003

X4 = 1.944311546375327e+002

Y4 = 5.950793262741526e+002

iteracao = 2

-0.21238315 485793

0.41788393 607236
-0.37179050 972188
-0.09971870 377516

dX = 1.0e-008 *

X3 = 3.308146600285589e+002
Y3 = 1.010943735242458e+003
X4 = 1.944311546375327e+002

Y4 = 5.950793262741526e+002
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Exemplo: considerando a rede 2D da figura, foram realizadas as observagdes de angulos azimutais e distancias horizontais indicadas
na tabela 4.11. (a precisdo linear é igual a 0.002 m e a precisdo angular é igual a 3”, observagdes ndo correlacionadas). Ajuste a rede

considerada.

d1,=215.496 m 3
<)
d>3=340.461 m N
el
G
d34=437.658 m & 3,
§’ 2
d41=320.020 m v
& 1 . ~
S 750“2025 é
123=1502.2028 o
2 R
- PSS
_ dq A o
412 =720.7162 4 S0 o |8
3
g

As seis equagBes que relacionam as observa¢des com os parametros sdo:

R :\/(X?_Xg)Z’L(YlO_Yg)2 —dyp+v; =0

& Z\/(XO_Xg)Z“L(Yg_Y’oQ)Z —dy3+vy =0

FBZ\/(Xg_Xg)z“L(Yg_YA?)Z —d34+v3=0

Fs :\/(xﬁ—xf)2+(vf—vf)2 —dgy+v,=0

0 0 0_ w0
F5=R°1,2—R°1,4—412+v5=atanxg X}) —atanxg X(l) —4124v5=0
. X3 -x3 x?-x3 5
Fs =R%3-R%1-123+vg =atan=3—"2 _atan"1 =2 123+ v =0
— Y. —
3 2 1 2

0 modelo linearizado é representado por v>' + B®8 6381 — f61 = 0, podendo utilizar-se as equagdes de distancia (horizontal) e de

angulo azimutal linearizadas previamente apresentadas:

0 0 0 0 0 0 0 0
X0 —x v - X v
A _TBoxa+—B  Baya+TB TASKe B Agyp=s_sy+v
S0 S0 S0 So
0_v0 0 _\0 0 0 0 40 0 0 0 0 0_\0 0 0
Yo-vY v2-v x2-x%  x%-x (7Y) (xfx) (—Y) (x-x)
Bz A_ CZ A ISX A + CZ A_ Bz A ISy - 52 AlsX g + 32 AlsYg + °2 Aesxc——c2 ALSYc =0-0g +v
hoas hoac hoac hoas hoas hoas hoac hoac
obtendo-se
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0 O 0 O 0 O 0 0
F1= Xl OX2 8X1+Yl 0Y2 6Y1+X2 OXl 5X2+Y2 OYl 6Y2 =d1’2—d22 + V1
dio dio 12 12
0 0 00 0 0 00
X5 =X Y; =Y. X3 -X Yy =Y
F2 = 2 0 3 8X2 + 2 0 3 8Y2 + 3 0 2 8X3+ 3 0 2 8Y3 :d2’3 _dg,S +Vy
d23 d23 d23 d23
0 0 00 0 0 00
X3-X Y; =Y, Xp-X Y, =Y.
F3 = 3 0 4 6X3+ 3 0 4 6Y3+ 4 0 3 6X4 + 4 0 3 6Y4 :d3'4—dg’4 +V3
d34 d34 d34 d34
00 00 0 0 0 _\0
Xz —-X Y, -Y. X7 =X Yy =Y
Fp=2t Doy, +—4 Loy, + 2L 24 ax, -1 45y =d,y —-dly+v,
d§ d$ d§ d) T
41 a1 a1 41
0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20
yo-v? vi-v x9-x¥ x%-x yo-v. xY - -Y. -M .
F5 = 4—2172—21 5X 1 +| —2 217 4 21 oY, ——2 21 §X 4 +—2 218Y4+ 2 21 §Xp ——2 215Y2:41274120+V5
0 0 0 0 0 0 0 0
dag d2g d2g dag dag dag d2g d21
0.0 O _\0 0 0 0 _y0 0_\0 0_ 0 0_\0 00
yo-v? vl_v x9-x9 x¥-x yi-v x¥-x Yo-v -X N
Fg = 3—22—1—22 BX g +| ——2- 3 22 oY, ——2 2 5Xg+—2 25y —L 2 5x, -1 225Y1:123—1230+v6
0 0 0 0 0 0 0 0
d23 d24 d24 d23 d23 d23 d2g d24

Neste caso, como as observagdes de distancia introduzem uma escala na rede, o deficit de caracteristica é igual a trés, pelo que é
necessario fixar as coordenadas X e Y de um ponto e a coordenadas X ou Y de outro ponto (ou, como alternativa, fixar as coordenadas
X e Y de um ponto e um rumo entre dois pontos). Fixar, como no caso anterior, as coordenadas X e Y de dois pontos traduz-se na
introducdo de um constrangimento, deixando a rede de ser de constrangimento minimo, o que ndo se pretende. Atribuindo valores
arbitrarios a (X1, Y1) e X, de tal forma que 6X1=0, 6Y1=0, 6X»=0, calculam-se as restantes coordenadas dos pontos da rede utilizando
as observacoes efectuadas, valores que vao ser utilizados como aproximacgado inicial no processo iterativo, juntamente com a matriz P
dos pesos das observagdes (o referencial utilizado é definido de forma a que a origem coincida com o ponto P1 e o eixo Y tenha a

direc¢do dos pontos P1 e P2):
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P =
1.0e+009 *
0.0003 ] 0 u} ] ]
] 0.0003 0 Ju} ] ]
] ] 0.0003 Ju} ] ]
1] 1] 0 0.0003 1] 1]
] ] 0 i} 4.7272 ]
] ] 0 i} ] 4.7272
iteracao =1
[ 0.02830391 889760 |
0.29415132 941760
dx1 = 1.0e-003 * | - 0.32465005 626872
0.50527015 773244
| 0.35938663 488790 |

Y2 = 7.154960283039189e+002
X3 =3.308142941513294e+002
Y3 = 1.010944675349944e+003
X4 =1.944305052701577e+002

Y4 =5.950793593866348e+002

(como nos dois casos anteriores parte-se de coordenadas aproximadas muito proximas das coordenadas ajustadas e o processo

iterativo converge muito rapidamente).
12. Definigdo de um datum com constrangimentos

O modelo contendo equagdes de constrangimento entre os parametros tem a forma

X

CT dxu guxl 2dx1

=8

-nx1 nx1
{anu Quxl — e + U

= constante

conduzindo ao sistema de equag¢des normais da forma

BT uxnpnxngnxu  puxd guxi _ BTuananEHXI
CTdxu pdxd del gdxl
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em que k é o vector dos multiplicadores de Lagrange e C"*9 é a matriz que representa os constrangimentos. Como a matriz normal

NwU = BTPB é singular com deficit de caracteristica d=u-C(B), para que haja solucdo do sistema CT tem que consistir em d
constrangimentos linearmente independentes que ndo sejam combinagdes lineares das linhas de B (o datum é fixado através de C), o
que algebricamente significa que o sistema das equagdes normais dado pela matriz N = BTPB deve ser tornado regular através de

uma escolha conveniente de C, de forma a que a caracteristica da

T
(28 ) =ua
R 0

A abordagem seguida no caso do datum com constrangimentos tem a vantagem de poder ser generalizada com facilidade, desde que

os constrangimentos verifiquem a condi¢do de que a solu¢do seja Unica para o vector X dos parametros da equagdo

[BTPB R] [§]=[BTP‘E]
c™ ol Ik g I

obtendo-se ent3o o sistema regular, em que C =constante:

[f]:[BTpB R]_l [BTPE’]
k cT o gl

embora a inversdo da matriz

[BTPB R
cr o

seja numericamente pouco eficiente, da forma:

[sz] _[(N+CCHTIN(N+CCD™ (N + CCT)‘lc] [BTP@]
KL @N+ccH o o g

emque N = BTPB, C(N + CCT) = C(A) + C(C) = u, isto é, N + CCT é regular. Nessas condicdes, a solucio é dada por:

R=(N+CCT)'N (N+CCT)'BTP €+ (N+CCT)"'RE
k= ((N+CCT)~1C)TBTPE = 0

Q; = (N + CCT)"IN(N + ccT)?
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Ajustamento da rede 1D com datum com constrangimentos: mantendo o ponto P, como datum, o constrangimento CTox = g, com

—

g1 = 101.0000 (pois a altitude de P, considera-se fixa) tem a forma

0
0
41 _
C ol
1

[0.0100 0 0 0 0 0
0 00225 O 0 0 0
Sp. = 1010 0 0 00400 O 0 0 m?,
0 0 0 0.0625 0
0 0 0 0 0.090 0
| 0 0 0 0 0  0.1225
[0.0100 0 0 0 0 0
0 00225 O 0 0 0
Qups 105107 0 0 00400 O 0 0 2
0 0 0 00625 0 0
0 0 0 0 0090 0
| 0 o 0 0 0  0.1225
1.0000 0 0 0 0 0o
0 04444 0 O 0 0
5 _10x10° 0 0 0.2500 0 0 0
obs 0 0 0 01600 0 0
0 0 0 0 01111 0
| 0 0 0 0 0  0.08166]

sendo a estimativa do vector dos parametros dada por

100.9977
100.9987
100.9994 |’
101.0000

341 = (N4,4 + C4,1C1,4t)‘1N4,4(N4,4 + CC1,4t)_1B4,6tP6,6€6‘1 + (N4,4 + C4,1C1,4T)_1 R4'1§1’1 =

obtendo-se a mesma estimativa que no caso da defini¢do do datum de variancia nula pois P; € em ambos os casos o Unico ponto do

datum.
Tem-se ainda

0.2385 0.2133 0.2042 0.0000
0.2133 0.2719 0.2016 0.0000
0.2042 0.2016 0.3251 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Qpar = 10x107°
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resultado idéntico ao do caso correspondente anterior. Para U e s2 também se obtém resultados idénticos aos da solugdo b) do

datum de variancia nula:

[-0.1798] [ 0.0163 -0.0225 -0.0252 0.0612 0.0585 -0.0026 ]
0.0722 -0.0225 0.0699 -0.0342 -0.1326 -0.0117 0.1208
- _3| 0.5910 5| -0.0252 -0.0342 0.1615 -0.0091 -0.2133 -0.2042
v=1.0x10 Qres =1.0x10
-0.5480|’ 0.0612 -0.1326 -0.0091 0.4312 -0.0703 0.1235|’
-0.8292 0.0585 -0.0117 -0.2133 -0.0703 0.6281 -0.2016
|-0.6812] | -0.0026 0.1208 -0.2042 0.1235 -0.2016 0.8999|
[0.0010] [ 0.0837 0.0225 0.0252 -0.0612 -0.0585 0.0026]
0.0017 0.0225 0.1551 0.0342 0.1326 0.0117 -0.1208
- 0.0023 _5| 0.0252 0.0342 0.2385 0.0091 0.2133 0.2042
fajus: , Qobsajustzl-OX:Lo .
0.0007 -0.0612 0.1326 0.0091 0.1938 0.0703 -0.1235
0.0013 -0.0585 0.0117 0.2133 0.0703 0.2719 0.2016
1 0.0006 | | 0.0026 -0.1208 0.2042 -0.1235 0.2016 0.3251 |

T 2
o'v  184mm 2 _ 5 )
= - 0.61 ,tl'(Q )—0.8355><10 , Znar =50 Qpar -
n-u+d 6-4+1 mm par par = 20 X par

2
v'v=184mm?2,8§ =

De forma idéntica, mantendo o ponto P; como datum, o constrangimento R'8% =&, com ¢ =100.9977 (pois a cota de P, considera-

se fixa) tem a forma

1
0
41 _
C ol
0

sendo a estimativa do vector dos parametros dada por

100.9977
100.9987
100.9994 |’
101.0000

341 = (N4,4 + C4,1C1,4t)_1N4,4(N4,4 + C4—,1C1,4t)_1B4,6TP6,6E'6'1 + (N4,4 + C4,1C1,4t)‘1c4,1§1,1 -

obtendo-se a mesma estimativa que no caso anterior pois P, é em ambos os casos o Unico ponto do datum. Tem-se ainda

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0837 0.0225 0.0251
0.0000 0.0225 0.1551 0.0342|°
0.0000 0.0252 0.0342 0.2385

Qpar = 10x107°

Embora, como j3 foi dito, a definicdo de um datum através de constrangimentos se traduza na obtencdo de matrizes de maiores
dimensdes relativamente ao caso da definigdo de um datum com variancia nula, com eventuais dificuldades na inversdo das matrizes,
ha neste primeiro caso uma maior versatilidade na fixacdo do datum, permitindo solu¢des que ndo se reduzem a fixacdo de
coordenadas, como por exemplo manter a distancia entre dois ou mais pontos da rede fixa, impor que a diferenca de cota de dois ou

mais pontos nao varie, etc.
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Constrangimento numa rede 2D por fixacdo de coordenadas de dois pontos:

Pode impor-se este tipo de constrangimento quando uma rede plana consiste apenas em observac¢des de angulos azimutais, de tal
forma que o deficit de caracteristica é igual a 4. Atribuindo coordenadas fixas a duas esta¢Ges da rede, remove-se este deficit de
caracteristica: supondo que os pontos P e Q sdo escolhidos para constranger a posicdo, escala e rumo, as equagdes de constrangimento

R X =Csdo obtidas de

XP =81, YP = gZIXQ = g3,YQ = 84
onde £1,82,83,84 representam constantes, de tal forma que
8Xp =0,8Yp =0,8Xq =0,8Yy =0,

ou, na forma matricial,

=
8Y,

0 0 1 0 0 0 1 To

0 0 0 1 0 0 3Xp | |0

0 0 0 0 1 0 dYp | (0

0 0 00 0 1 oXg| [0
8Yq

Constrangimento numa rede 2D por fixacdo de uma distancia horizontal PQ:

Este tipo de constrangimento pode impor-se em rede planas consistindo numa estacdo fixa, num rumo e adngulos azimutais
observados, sendo neste caso o deficit de caracteristica igual a 1, correspondente a escala. Supondo que o elemento da rede que vai

ser utilizado para completar o datum é a linha PQ, a equacdo de constrangimento é
(Xq—Xp) 2+ (Yo —Ye) 2 =%,

onde s é o valor fixo que representa o comprimento do elemento PQ, tendo-se neste caso,
2(Xq —Xp)8Xq —2(Xq —Xp )8Xp +2 (Yo —Yp )8Yq —2(Yo — Y5 )8Yp =25ds=0
—(Xo =Xp)8Xp —(Yq —Yp)8Yp +(Xo —Xp )8Xq + (Yo — Yp )8Y4 =0

ou, na forma matricial:
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=
5Y,

] 6X p
8Xq
8Yo

[ 0 0 o =(Xo=Xp) ~(Yo-Yp) (Xg-Xp) (Yg-¥p)

Constrangimento numa rede 2D por fixacdo de um rumo PQ:

Esta situagdo acontece numa rede plana consistindo numa estagdo fixa com observagao de angulos azimutais e distancias, sendo o
deficit de caracteristica igual a 1, correspondente a uma rotagdo. Supondo que a linha PQ tem que ter azimute fixo a, a equacgdo de

constrangimento correspondente é

(Xq —Xp)/(Yq — Yp) = tana,

obtendo-se entdo a equacao

_ (vq-vp) (Yq-Yp) (Xq-Xp) _ (Xq=%p) _ 1 _
(YQ_YP)Z XP + (YQ—YP)Z 6XQ + (YQ—YP)Z YP (YQ—YP)Z 6YQ - COSZOLda - 0

2
—(Yo = Yp) 6Xp + (Xg — Xp) 6Yp + (Yo — V) 86Xy — (Xg — Xp) 6Y, = %da =0

2
(Yo~ Yo) 8Xp + (Xo — Xp) 8Y + (Yo — Yp) 6Xq — (Xq — Xp) Yy = E2420) g = ¢
—(Yo = Yp) 6Xp + (Xo — Xp) 6Yp + (Yo — V) 86X, — (X — Xp) 8Y, = tan®a d3, da =0
—(Yo—Y5) 6Xp + (Xo — Xp) 6Yp + (Yo — Yp) 86Xy — (Xo — Xp) 6Y, =0

ou, na forma matricial:

o]
5Y,

] 6X p
8Xq
8Yq

[ 0 0 o =(Yo-Ye)  (Xg-Xe) (Yg-Yp) -(Xg-Xp)
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Exemplo: ajustamento da rede 2D com datum com constrangimentos: mantendo o datum através dos parametros X; =M, X, =P;

, X3 =M,, tem-se que a matriz C dos constrangimentos é dada por:

C=
1 1] 0
0 1 0
0 a 1
0 1] 0
0 o 0
0 a 0
0 1] 0
0 ] 0

mantendo-se as matrizes A e W idénticas:

A =
0 -1.0000 ] 1.0000 ] 0 0 0
0 0 0.4358 -0.3684 -0.4958 0.3684 0 0
0 0 ] 0 0.3128 0.9433 -0.3128 -0.94938
0.38550 -0.2985 ] 0 ] 0 -0.9550 0.2985
-0.0037 0.0030 0.0047 0 ] 0 -0.000%8 -0.0030
0.0047 ] -0.0072 -0.0015 0.0025 0.0015 ] 0

W

0.4340
-0.3845
-0.3203
-0.3874
—-0.0004§
-0.0013

sendo o vector X dos acréscimos aos parametros dado por 6% = (N + CCT)"IN(N + CCT)"*BTPE + (N + CCT)"1Cg, em que

/=W eg =0, obtendo-se convergéncia em duas iteragdes

dx =

-0.0000
0.0000
-0.0000
0.4961
-0.18&0
-0.0551
0.4304
0.0733

d¥ =
1.0e-003 *

0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0643

0.3181
-0.2554

0.0%99%

0.0994
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sendo a solugdo final dos parametros dada por

M, = 500.000
P, = 500.000
M, = 500.000
P, = 715.496
M, = 330.814
P, = 1010.945
M, = 194.431
P, = 595.079

igual a solugdo obtida com datum com variancia zero. A matriz cofactor neste caso é:

1.0e-004 =

0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
-0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -

0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000

0.0000 -0.0000 -0.0000 0.03868 -0.0123 0.0271

. 0000 -0.0000
. 0000 0.0000
. 0000 —-0.0000
. 0055 0.0174

[ e o . . e e

0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0123 0.1474 0.03%2 0211 0.0871
-0.0000 0.0000 0.0000 0.0271 0.03%2 0.0730 022 0.0703
0.0000 0.0000 0.0000 0.0055 0.0211 0.022 0481 0.0200
-0.0000 -0.0000 0.0000 0.0174 0.0871 0.0703 .0200 0.1053

Particularizando o resultado anterior do datum com constrangimentos para o caso do datum com variancia nula, efectuando o
rearranjo dos parametros de forma a que os ultimos d elementos de X se refiram aos pontos do datum escolhido e particionando B
e CTde acordo com este procedimento, tem-se:

N11 N12

B=1|B; B , CT=[0 1 , N=BTPB=
[1 2] [ d] N21 N22

] , ctom Nl] = BITPB]
Em conformidade com

[i]z BTPB c]‘l[BTpﬁ]
K cT o0 g I

o sistema tem a forma

. [Nu N 0y[B,"PE

2| =[N21 Ny g BZTP_{’:
0 Id 0 g’

=1 X)Xl

cuja solucdo é dada por
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%, = (BTP B,)"'B,"P¢ — (BTP B,) *BTPB,g

Qgz, = (B{P B~

Esta solugdo para o problema cldssico do datum, embora muito utilizada devido a facilidade da implementagdo numérica e a facilidade
na interpretacdo dos resultados, tem a desvantagem de, como ja tinha sido referido, o vector dos parametros X eda respectiva matriz
cofactor Q; dependerem inteiramente da escolha arbitrdria do datum. Para além disso, a estimativa dos parametros X é enviesada,
isto é,

E(X) = (N + CCT)"'N(N + CCT)"INX + N(N + cCT)"'cg # X

Qz = (N+ CCTH"IN(N + ccH,

que dependem obviamente da escolha dos constrangimentos.

14. Invariantes

Apesar do enviesamento da estimativa X dos parametros obtida atras, existem fun¢des de X gue sdo invariantes relativamente aos
constrangimentos C e que portanto sdo estimadores ndo enviesados; estas fungées, do tipo f= BX , devem verificar certas condicdes,
obtidas por substituicio de X = (N + CCY)"IN(N + CC")"'BTPE + (N + CCT)"'Cg na equagdo anterior, de forma a definir a

estimativa f de f = HZ, isto &,

f=HS = H(N 4+ CCH)"IN(N + CCH)"*B"PZ + B(N + CCT)"1Cg,

com E(f) = HE(§) = H(N + CCH)™IN(N + CCH)INX + B(N + CCY)~'8. Tem-se portanto que as duas condi¢des que B deve verificar

para que f sejainvariante sio:  H(N + CCH)"IN(N + CCH) N =H , H(N +ccHt =o0.

Se se seleccionar H de tal forma que as suas linhas sejam combinagdes lineares das colunas de B, isto é, H = GB, entdo verificam-se

as duas condicbes anteriores:
GBQ;1N =GB =H e GHQ;, = GHS(C!'S)"t1 =0
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com Q1N =1, — Q;,C e BS=0, sendo S uma matriz uxd de caracteristica d.
Dois exemplos importantes de fungdes invariantes sdo os vectores das observagdes ajustadas e dos residuos:
e 8=%+70 =B = BQ,,B'PE
E(€) = BQ,,B'PE() = BQ,;N¥ = BX

Q= BQ11NQ11Bt = BQnBt

ol

e U=B%—¢=(BQBP-D2

E(U) = (BQ;;B'P — ) E(€) = (BQ;;N—B) ¥ =0

Qs = (BQ1;B'P —1) Q (BQy;B'P - D°

sendo as respectivas matrizes cofactor independentes da selecgdo dos constrangimentos R. Uma vez que as observagdes ajustadas e

. s ~ (s T L . . .
os residuos sdo independentes de R, entdo a forma quadratica U PU e a estimativa da variancia por unidade de peso a posteriori s3

também sdo independentes de R, sendo por isso invariantes do modelo.

As posicdes relativas dos pontos de uma rede com constrangimento minimo sdo portanto invariantes e formam uma estrutura rigida;
quer isto dizer que seja qual for o datum escolhido numa rede livre, embora as coordenadas dos pontos da rede variem consoante o
datum, as distancias e os angulos ajustados entre os pontos ndo variam. Em contraste com esta invariancia nas observagées ajustadas,

repita-se, a matriz de variancias-covariancias das coordenadas dos pontos depende decisivamente do datum seleccionado.

14. Definigdo de um datum de norma minima (trago minimo)

Nos dois casos anteriormente mencionados de estabelecimento de um datum, a estimativa por minimos quadrados dos parametros
nao é, em geral, ndo enviesada nem de variancia minima, tendo-se, para além disto, que a solugdo obtida varia em fungdo do datum
seleccionado, pondo-se a questdo se havera algum critério para a selec¢do de alguma das solugdes {)?} Normalmente, nesses casos,
o datum é definido arbitrariamente, com base em consideracdes geométricas, de forma a distribuir o melhor possivel os residuos
pelas diversas estagGes da rede. Esta estratégia tem a vantagem de, mantendo o datum nos mesmos pontos ao longo do tempo, a
comparac¢do das coordenadas dos restantes pontos da rede em diferentes épocas ser imediata, desde que existam razdes para supor
gue os pontos tomados para datum sdo efectivamente fixos. Num caso mais geral, para efectuar a comparacdo dos resultados entre
épocas diferentes deve ser utilizado o método das transformacGes de similaridade para ultrapassar o problemas dos deslocamentos

relacionados com os pontos do datum.
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Xﬂh P B
Xé P —
e —— e e ~ \(¥)
4 et 3 & ,’// )
. P o~ 2% \ . &
N = 1 S \ 7 i T
1 S !‘ 5 ‘, B ) \ / b
- /
1 /,’: SO l II % \\\ \\ 4 y'
3 N & 1 N ’.—-"'p
1 —— oo R - o . "
>Y b)
a)
Redes de constrangimento minimo, onde se indicam as elipses de erro em cada
" ; ponto: a) datum nos pontos 1 e 3 (fixos); b) datum nos pontos 1,2, 3,4,9,10 e
5 e s T ? ?““:’. \“‘w 10 11, através da minimizagdo da totalidade do trago da matriz Q (constrangimentos
P .
-,
i ;‘c._:.._ ’,"' < ‘i "‘:; 3 internos); c) datum nos pontos 1, 2, 3 e 4, através da minimizagdo parcial do
"~ / ‘-\\ A
i ", ;) . ‘, ,’ A 0 trago da matriz Q (constrangimentos internos). O traco tr(M) de uma matriz
e TN 1 s 11
1 ! féf ‘n\ ¢ quadrada M é definido como a soma dos elementos da diagonal principal. Se M
;i o -
I L e e 3 = for uma matriz de variancias-covariancias, entdo tr(M) é a soma das variancias e

= Y c) pode ser interpretado como uma medida da precisdo global do vector associado

das variaveis aleatdrias (pardmetros estimados).

Para uma rede com deficit de caracteristica d, ha multiplas formas de impor constrangimentos que permitam a obtencdo de uma
solugdo, desde redes de constrangimento minimo (redes livres) a redes constrangidas. Dentro do primeiro grupo pode considerar-se
a solugdo particular designada por redes com constrangimentos internos em que os constrangimentos sdo aplicados ao centréide da
rede, de tal forma que ///xireduzmo = x; — Y. x;/n, n=numero de pontos da rede; estes constrangimentos, definidos por C'X = 0,
traduzem-se em redes onde todos (ou apenas alguns) pontos contribuem para o datum, isto é, as coordenadas de todos os pontos da
rede variam ao longo do ajustamento (ndo ha pontos fixos). Sdo necessariamente redes locais, com coordenadas arbitrarias, ao
contrario, por exemplo, de redes de adensamento, onde as coordenadas dos novos pontos tém que se ajustar aos pontos da rede de
ordem superior (rede constrangida). Neste sentido, as redes livres sdo independentes dos erros das coordenadas dos pontos tomados
como datum. Esta propriedade é importante quando se utilizam observa¢des GPS na densificacdo de redes convencionais, cuja

precisdo é inferior. H3, no entanto, uma dificuldadade em relacionar as coordenadas obtidas em épocas diferentes pois, variando o

centréide da rede, o datum também varia ao longo do tempo.Partindo da solu¢do geral no caso do datum com constrangimentos R,
X = (N + CCH IN(N + CCHB'PE + (N + CCYH~ICE, Qz = (N + CCHIN(N + CCHL,

pretende-se investigar se existe algum vector de { X } com trago minimo da matriz cofactor associada, isto é, estabelece-se o critério

tr(Qz) = tr((N + CCH™'N(N + CCYH)~1) = min, onde N = BTPB e X é um elemento de {%}.

Um método algébrico apropriado de obtengdo de uma matriz S que conduza a tr(Qg) =min baseia-se nos valores préprios da matriz

normal uxu N = BTPB (qualquer matriz de caracteristica igual a d que verifique a condigio BS=0 é uma escolha possivel), dados por

(N —=N\D s; = 0, onde X, representa os valores préprios de N e S os vectores proprios associados a A ;.

Uma matriz quadrada M com caracteristica C(M) possui C(M) valores prdprios ndo nulos e C(M) vectores proprios linearmente

independentes; se essa matriz M tem deficit de caracteristica d, os respectivos vectores préprios formam uma matriz S,y que

constitui um conjunto de constrangimentos para o datum de traco minimo.
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15. Constrangimentos internos

Utiliza-se esta designagdo para descrever um conjunto de constrangimentos minimos cujas equagdes traduzem relagdes funcionais
entre incrementos de primeira ordem para as coordenadas das estacOes da rede; considere-se, para exemplificar este tipo de
constrangimentos, uma rede plana consistindo apenas em observacdes de angulos azimutais, de forma a que as respectivas posi¢ao,

escala e orientagdo permanecem indefinidas, sendo o deficit de caracteristica da matriz normal igual a 4.

Atribuindo a um dado ponto P da rede coordenadas (M;,Pi) como valores iniciais para o processo iterativo de ajustamento por minimos
quadrados, entdo as correcgdes da translagdo (6Mo,6Po), da rotagdo 6a e da escala (1+6A) traduzem-se em novas coordenadas para o

ponto P considerado:
. . M:
M; +8M; ] _[3Mg ) 1 Sa M
Pi +8Pi SPO — dat 1 Pi

ou

M,

Ml [ 1 0 B M R
| | o 1 -M; PR sal

oy

Os constrangimentos internos de posic¢do, rotacdo e escala sdo aplicados ao centréide de todas (ou a uma parte) as estagGes, a partir

das respectivas coordenadas aproximadas. Se (Mg,Ps) forem as coordenadas do centréide dos n pontos da rede, tem-se

Mg =Zn:Mi, P =Zn:|:’i ,
i1 i1

de tal forma que a equagdo de constrangimento posicional (translagdo) é dada por Mg =0, 8Pg =0 ou, de forma equivalente,

Zn:&vli =0, zn:zspi 0.
i=1 i=1

A equacdo de constrangimento rotacional é obtida a partir da imposi¢do de que o rumo médio do centrdide para cada ponto da rede

permanece invariavel: sendo ;0 rumo do centrdide para o ponto P, tem-se entdo que
tan 6; = (M; —Mg )/(P, —Pg),

0 que, apos diferenciagdo, da origem a expressao
BDgi = |_(Pi —Pg ) (8M; —3Mg )—(M; —Mg ) (8P; —8Pg )/déiJ,

onde dg; é a distancia do centrdide a P. Para que o rumo médio (a média dos rumos) permanega constante, tem-se
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Zn‘f)eei =0,isto ¢, Zn:[(Pi ~Pg ) (8M; =M )-(M; —M ) (3P, — 3P )]=0,

que se pode simplificar na forma
n
> (RoM; ~M;sR,)=0.

i=1

A equacgdo de constrangimento de escala é obtida através da imposicdo de que a distancia média do centréide para cada ponto de

rede permanega constante, isto &,
dgi = (M +MgF +(R +Ps F»
que apos diferenciagdo conduz a
ddgi =[(M; —Mg ) (8M; =M )+ (P, —Pg ) (8P; —8Pg )]/ dg; =0;
para que a distancia média permanega constante, tem-se
n n
D 8dgi =0, ouseja, ) (M; ~Mg ) (8M; ~Mg )+ (P, —Pg ) (3P; 3P ) =0,
i=1 i=1
que se pode simplificar na forma
n
Z(MiSMi +P3P;)=0.

i=1

Sendo o vector solucdo X = [6M; 6P, &M, &P, - 68M, &P,]T, entdo a equacdo matricial dos constrangimentos

internos é dada por

_6M1_

1 0 1 0 -1 0 5615[1
Bro|0 1 0 1 e 0 1R
=l -M; P, -M, Pa —M,||°2
M P M, P Mo Bl ey

n

| 5P, |

ou, na extensdo para trés dimensdes:
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M,
! 0 0 1 0 0 1 0 0 1 ggl

o 1 0 0 1 0 0 1 0 f

o o 1 0 o0 1 o o0 1 2
Bk=|0 ¢ -P, 0 C, -P o c, -p||%F
¢ 0 M, -C, 0 M, ¢, 0 M,||%

b -M;, 0 P -M, O P, -M, O 6'1\'&

M, P C, M, P G M, P, C,1{%m

8P,
[ 5C, ]

A atribuigdo de valores iniciais (Mg), pio,c?) a cada ponto da rede no inicio do processo iterativo é suficiente para a definigdo do datum,

obtidos fixando quaisquer dois pontos, numa solug¢do inicial de varidncia nula: as trés primeiras linhas de B fornecem o
constrangimento posicional, as trés linhas seguintes fornecem o constrangimento rotacional e a sétima linha o constrangimento de
escala. Se as observagdes efectuadas incluirem distancias, a sétima linha de B ndo é necessdria; de forma idéntica, outras linhas de B

podem ser omitidas se forem incluidas outros tipos de observag¢des, como por exemplo diferengas de cota.

Em cada época considerada o datum definido serd diferente, ndo sendo possivel comparar directamente os vectores deslocamento e
respectivas matrizes cofactor, sendo necessario reduzir as varias épocas a um datum comum. E possivel efectuar uma mudanca de
datum aplicando uma transformagdo que mantenha a geometria da rede. Para que isso aconteca, o numero de parametros dessa
transformag¢do ndo pode exceder o deficit de caracteristica correspondente ao datum e deve ser uma transformagdo de similaridade
(subconjunto das transformagdes afins que englobam as rotagGes, translages e aplicagdo de um factor de escala uniforme). Uma
transformacdo de similaridade é também chamada de transformacgdo conforme ou isogdnica. O modelo expressa a relagdo entre dois
sistemas de coordenadas por meio de trés translagdes (xo, Yo, Zo), trés rotacdes (ex, ey, ez) e um fator de escala (k). As trés transla¢Ges
sdo justificadas pela ndo coincidéncia da origem dos dois sistemas; as trés rotagdes sdao necessarias para expressar o nao paralelismo
entre os dois sistemas de eixos e um fator de escala é requerido para uniformizar (homogeneizar) a métrica dos dois sistemas. Assim,
é necessario que se tenha pontos comuns nos dois sistemas para aplicar a transformacgdo, sendo um minimo de trés pontos requeridos

para a obtencdo dos sete parametros.

Quando na equac¢do normal ampliada a matriz D for definida a partir dos elementos que traduzem constrangimentos internos, a
respectiva matriz inversa

- -1

[BTQEIB DT] _ [Nu1 N12]
= |NT T
D 0 Ni O

é regular e é tal que a matriz cofactor singular Ny; correspondente a estimagdo por minimos quadrados do valor das coordenadas tem
trago minimo comparando com todas as matrizes cofactor obtidas da aplicagdo de constrangimentos de outros tipos na mesma rede.
T

A solugdo X obtida desta forma tem ainda norma minim,ou seja, X' X é minimo.

Pode mostrar-se que a matriz cofactor Nj;é igual & pseudo-inversa de Moore-Penrose de BTQ;'B, caso particular da inversa

generalizada M~ que satisfaz M M™ M =M e M™ M M™ = M™, podendo M ser ndo quadrada.; designando a pseudo-inversa de

Moore-Penrose da matriz M por M*, ent3o a solucio por minimos quadrados de traco minimo e de norma minima das equaces de

observacdo BX = A + V, cuja matriz cofactor é Q;* pode obter-se de
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=g o e

ou de
X = (BTQz'B)*BTQ;'D.

A primeira hipotese fornece um algoritmo de cdlculo mais eficiente pois as inversas de Moore-Penrose sao dificeis de calcular no caso

de existirem observagdes de tipos diferentes, como por exemplo distancias inclinadas e diferencas de cotas.

Exemplo: ajustamento da rede 1D com datum com tragco minimo (norma minima), contribuindo todos os pontos para o datum,

considerado no centrdide da rede. Tendo a matriz

1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500
-1.0000 1.2711 -0.1600 -0.1111
-0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816
-0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427

Nus = Bys'PoeBes = 1.0 X 10°

deficit de caracteristica d=1, significa que um dos seus valores préprios é igual a zero; da defini¢do de valores (1) e vectores (V)

proprios de uma matriz: N V = A V, os valores proprios sdo a solugdo da equagdo det(N—2 1)=0, isto é:
A =10° (0.0000,0.5694,0.9796,2.5454) ,
sendo os vectores proprios associados (convenientemente normalizados):

-0.5000 -0.1870 -0.3048 0.7887
—-0.5000 -0.2306 -0.5834 -0.5971

V=
~0.5000 —0.4333 07377 —0.1347|"
—~0.5000 0.8509 0.1505 —0.0570
Pondo
~0.5000
g1 _| ~0-5000
"~ |-0.5000|
~0.5000
-1 1 0 0 0
|[—1 0 1 o]| —0.5000 I[O]I
meaca _|—1 0 0 1| |-0.5000f_|0f_=
tem-se B> S |0 1 1 o||-05000]T|0|T°
0 -1 0 1|l-05000 0
l0 0 -1 1 lOJ
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A estimativa do vector dos parametros, obtém-se de

2 ty~1 )1 Tp 7

chm = (N4,4 + 541514 ) N4,4(N4,4 + 541514 ) Bis P6,6€6,11 com
(N4,4 + 541514 ) Ny 4 (N4,4 + 541514 ) =

1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500] [-0.5
6|-1.0000 1.2711 -0.1600 -0.1111 05 6
+ [-05 -05 -05 -05]| 10

-0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816| |05

-0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427 -0.5

1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500
-1.0000 1.2711 -0.1600 -0.1111
-0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816
-0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427

-1
1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500] [-0.5
6|-1.0000 1.2711 -0.1600 -0.1111 05
0 + [-05 -05 -05 -05]| =
-0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816| |-05

-0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427| |-0.5

0.0401 0.0072 -0.0129 -0.0344

05 0.0072  0.0581 -0.0232 -0.0421
-0.0129 -0.0232 0.0892 -0.0531
—-0.0344 -0.0421 -0.0531 0.1296

donde

-1.200 mm
—0.200 mm
0.400 mm
1.000mm

= t -1 t -1 -
X4C1-,1 = (N4,4 + Sfl:-,lsi:A ) N4,4(N4—,4— + Sg,lsfﬁl— ) B4,6TP6,686,1 =

Quanto a matriz cofactor dos pardmetros X°, tem-se

0.0401 0.0072 -0.0129 -0.0344

N 4+ CCHY-IN (N 4 CCY)-1 =105 0.0072  0.0581 -0.0232 -0.0421
Q=+ ) N+ = -0.0129 -0.0232 0.0892 -0.0531
—-0.0344 -0.0421 -0.0531 0.1296

pelo que

tr(Q; ) =0.3170x 1075
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Exemplo: ajustamento da rede 2D com datum de trago minimo (norma minima): tem-se, ap0s a 22 iteragdo:

L=
-0.0007 -1.0000 0.0007 1.0000 Ju} Ju} Ju} 0
0 0 0.4963 -0.8681 -0.4963 0.8681 Ju} 0
0 0 0 Ju} 0.3123 0.9500 -0.3123 -0.9500

0.9548 -0.2978 0 Ju} Ju} Ju} -0.9548 0.2978
-0.0037 0.0030 0.004& -0.0000 Ju} Ju} -0.0009 -0.0030

0.004& -0.0000 -0.0072 -0.0015 0.0025 0.0015 Ju} 0

=
1.0e+005 *

3.9469 -1.2334 -2.3912 -0.3203 0.5594 0.3198 -2.1151 1.2338
-1.2334 3.1433 0.6544 -2.5002 -0.0004 -0.0002 0.5793 -0.6428
-2.3912 0.6544 4.0778 -0.5817 -1.4826 0.5817 -0.2041 -0.6544
-0.3203 -2.5002 -0.5817 4.4842 0.9019 -1.9844 0.0001 0.0005

0.5594 -0.0004 -1.4826 0.9019 1.1670 -0.1598 -0.2438 -0.7417

0.3198 -0.0002 0.5817 -1.9844 —b.1598 4.2408 -0.7417 -2.2562
-2.1151 0.5793 -0.2041 0.0001 -0.2438 -0.7417 2.5631 0.1622

1.2338 -0.6428 -0.6544 0.0005 -0.7417 -2.2562 0.1622 2.8985

Val =
1.0e+005 *

Columns 1 through &

8.7813 0 0 0 0
0 f.8453 i} 0 0
0 0 4.9966 i] 0
0 0 0 3.7670 0
0 0 i} a 2.1314
0 0 i} a 0
0 0 i} a 0
0 0 0 a 0

Columns 7 through &
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0.0000 + 0.00001 0
0 0.0000 - 0.00001

(os valores préprios da matriz N sdo os elementos da diagonal principal da matriz Val).

Columns 1 through &

-0.4149 0.5682 -0.130%5 -0.1827 -0.0828
0.3925 0.00848 -0.4245 0.2548 -0.51248
0.4524 -0.2802 0.1841 -0.6313 -0.1841

-0.4532 -0.4242 0.5151 0.0448 -0.1471

-0.1555 0.0783 0.1264 0.4040 -0.3214
0.3831 0.5130 0.4252 0.0430 0.3928
0.1175 -0.3643 -0.17583 0.4100 0.5883

-0.2387 -0.1034 -0.5188 -0.3822 0.26639

(os vectores préprios da matriz N sdo as colunas da matriz Vec)
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-0.5205 -0.1426 +
-0.1710 -0.1236 -
-0.4736 0.1368 + 0.01751 0.1368 -
-0.1710 -0.1238 - 0.3718i -0.1238 +
-0.4094 0.5200 0.5200

-0.1343 0.0953 - 0.38191 0.0953 + 0.38191
-0.4997 -0.0190 + 0.02471 -0.01%0 - 0.02471
-0.1044 0.2725 - 0.39001 0.2725 + 0.33001

L03031 -0.1426 -
.37181 -0.1238 +

.03031
.37151
L01751
.37181

[ . e . |
[ e e . |

=]
=]

L]
L]

1.0e-003 *

-0.1928
0.1692
0.1231
0.0504
0.0454

-0.1102
0.0242

-0.1095

M, =499.794
P, = 499.786
M, =499.946
P, = 715.282
Mj = 330.969
Py =1010.850
M, =194.291
P, =595.082

1.0e-005 *

0.0823 -0.0011 -0.0117 -0.0235 0.0033 -0.0025 -0.0738 0.0272
-0.0011 0.2000 -0.0008 -0.0263 0.0813 -0.1103 -0.0893 -0.0833
-0.0117 -0.0008 0.1633 0.0181 -0.0464 -0.0280 -0.1052 0.0108
-0.0235 -0.0263 0.0181 0.1149 0.0435 -0.0336 -0.0380 -0.0550

0.0033 0.0913 -0.0464 0.0435 0.0986 -0.0445 -0.0554 -0.0803
-0.002 -0.1103 -0.0280 -0.0336 -0.0445 0.1634 0.0730 -0.0185
-0.0738 -0.0893 -0.1052 -0.0380 -0.0554 0.0750 0.2344 0.0523

0.0272 -0.0833 0.0108 -0.0550 -0.0903 -0.0185 0.0523 0.1379

16. Transformacdo de datum

Uma mudanc¢a de datum consiste numa transformacdo afim (ou de afinidade), caso particular de uma transformacéao linear
y=AX+ B, em que a matriz A é quadrada e n3o singular (det A 7 0). Ha seis tipos elementares de transformaces afins, podendo
uma transformacdo afim geral ser factorizada numa sequéncia destas transformagGes elementares. Uma transformagdo afim
corresponde a uma translagio afectuada pelo vector b se A=1. As restantes cinco transformacBes s3o casos especiais da
transformacdo homogénea y = BX; as rotacdes em torno da origem e as reflexdes segundo cada um dos eixos ndo alteram o

comprimento dos vectores posicdo de cada um dos vértices da figura a transformar, sendo neste caso a matriz B ortogonal (isto €, a
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respectiva inversa coincide com a transposta); uma transformagdo de escala k deixa a direcgdo dos vectores posi¢do de cada um dos
vértices da figura a transformar inalterada, aplicando a mesma variag¢do de escala a cada um dos eixos (a transformacdo inversa é
obtida utilizando o factor 1/k); uma elongagdo ou compressdo segundo um determinado eixo altera a escala segundo essa direc¢do,
mantendo as coordenadas dos vectores posi¢do de cada um dos vértices da figura a transformar segundo os restantes eixos (a matriz
B é diagonal sendo todos os elementos iguais a um com excepg¢do do elemento correspondente a direcgdo da elongagdo, neste caso
>1, ou correspondente a direc¢do da compressao, neste caso <1; num cisalhamento sao aplicados factores de escala diferentes a cada
eixo.

Resumindo, as translagdes, rotacdes e reflexdes preservam a forma e a dimensao mas podem alterar a orientagdo da figura original,
sendo assim designadas por transformacGes de um corpo rigido; as translacgdes, rotacdes, reflexdes e escalamentos preservam a forma
(isto é, preservam os angulos), sendo designadas por transformacgdes isogonais; todas as transformacgdes afins transformam linhas

paralelas em linhas paralelas. As matrizes seguintes sdao exemplo de transformagdes afins elementares:

cos30° sin 30°

) : rotacdo de 302 em torno da origem do referencial no sentido retrégado
—sin 30° cos 30°

Rotzyz = |:

RefY,, = [; 0 } : reflexdo em relagdo ao eixo X

J3 0
0 3

:l : escalamento com factor de escala \/§

ElonY,, = E (2)} : elongamento segundo o eixo Y com factor de escala 2

CisX,, = Ll) ﬂ : cisalhamento segundo o eixo X com factor de escala 3

Como exemplos de transformagdes afins gerais tem-se:

o Lo 2o 31 e e %

+ (o S g S 0

gue corresponde a) a um escalamento com factor de escala 3, um cisalhamento segundo Y com factor de escala — %5 , uma reflexao

segundo Y e um cisalhamento segundo X com factor de escala — %5 e b) a um escalamento com factor de escala 3, um cisalhamento

2

segundo Y com factor de escala /3, uma reflexdo segundo X e uma compressdo segundo Y com factor de escala A
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YA

= ™ P=T(P)
v P - ) S

A
y 3
%
. -
0 X X 0
transformacdo de Helmert ou de similaridade, Ts
homotetia, T1s
Y
Y (©
- v -R=0(P “
y .P — P
. 7 x‘
Y
/'er i
\ // OOA J

- . . 3K
0 X X "OI\

semelhanga, Trc isometria, Tc

Representagdo grafica das transformagdes afins compativeis com uma mudanga de datum

A expressdo geral de uma transformacdo afim para o caso de uma rede bidimensional, é daforma T, (., H, ), onde A,usdo os factores

de escala em cada um dos eixos x ey, H é a matriz rotacdo de um angulo 6 em torno do eixo z e t é o vector translagdo, num total
de cinco parametros (recorde-se que no caso bidimensional sdo necessarios, no maximo, quatro parametros para fixar o datum, razao

pela qual a transformac&o afim geral ndo é adequada). Um caso particular desta transformacdo afim é a transformacdo de similaridade
ou transformac¢do de Helmert, dada por Tg(A =, H =AR,t), com C'C =1 (ou seja R é uma matriz ortogonal), que mantém os
angulos e a proporcionalidade de distancias; outro caso particular é a transformagdo dada por T.(A =p=1H =R, 1), designada por
isometria, transformacdo na qual as distancias sdo igualmente conservadas; a transformacdo Tig(A =p,H=Alt), designada por

homotetia, mantém os rumos inalterados (ampliagdo ou reducdo da configuracdo original); finalmente, a transformacdo

Trc (A =pn=1H=1,1), designada por semelhanga, mantém as distancias e os rumos invariantes. Resumindo:

Ts Tc Trs | Tic
Distancias - X - X
As distancia relativamente a transla¢des e rotagdes, 0os rumos
Razdo de distancias X X X X relativamente a translacbes e escalamentos e os angulos e
razOes de distancias relativamente a translagGes, rotagGes e
Rumos - - X X
escalamentos permanecem invariantes
Angulos X X X X
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Para ser possivel a estima¢do dos parametros no caso mais geral em que o sistema é singular, é necessario transformar o problema
num sistema regular; as transformagdes apresentadas atras possuem as caracteristicas adequadas de forma a manter as observagGes
invariantes e permitir a estimagdo ndo enviesada dos parametros.

Uma possibilidade de resolver o problema do ajustamento no caso da matriz A ser singular é através da factorizagao da matriz A, na

forma Apgy = BuxrCrxu, €M que Cryy = (AL Any) ™t (AL, Bpxy. O vector resultante ¢,y; = Cryqy XyxicOntém as (restantes)

estimativas ndo enviesadas dos parametros, de acordo com 7+v=AxX=B¢ . Esta solu¢do apenas pode ser concretizada incluindo

informagdo adicional, através do estabelecimento de um datum.

Uma forma completamente diferente de resolver o modelo E(Lj.q) =Ln,q é através da utilizagdo de inversas generalizadas, que

verificam as seguintes caracteristicas, sendo N~ a inversa generalizada da matriz N :
1) NN'N=N 2) N'NN™ =N~ 3) (NN7)T = NN~ 4) (N"N)T=N"N

(uma inversa generalizada que verifique estas quatro condi¢des é designada por inversa Moore-Penrose ou N*). Para o sistema X =

N*BT¢, ainversa generalizada N* (Unica) conduz a solugdo v'v = minimo , assim como a solugdo norma minima X'x = minimo.

Diversos problemas de posicionamento podem ter uma solu¢do conveniente através de uma transformacdo de coordenadas, sendo
conhecidas as posi¢Ges de um conjunto de pontos em ambos os referenciais. Um exemplo é o seguinte problema: pretendem-se as
coordenadas do ponto C mas apenas os pontos A e B, de coordenadas conhecidas, podem ser observados de C; determina-se entdo

um ponto auxiliar D, a curta distancia de C, que também é observado de C . Estaciona-se em seguida no ponto D.
/X

Y "y

Problema dos dois pontos

A solucdo obtém-se da forma seguinte: adopta-se um referencial local com origem em C, com eixo das ordenadas segundo a direc¢do
CD: neste referencial, as coordenadas de C sdo Xc=0, Yc=0 e as de D sdo Xp=0, Yp=d, sendo d a distancia CD. A partir dos angulos ACD
e ADC e da distancia d calculam-se as coordenadas de A no referencial local; a partir dos dngulos BDC e BCD e da distancia d calculam-
se as coordenadas de B no referencial local. Obtém-se desta forma as coordenadas de A e B no referencial global (X,Y) e no referencial
local (X,Y); os dois referenciais podem relacionar-se através de uma transformacao de similaridade que consiste numa translagao de
componentes (a,b) segundo (X,Y) que leva a coincidéncia das origens dos dois referenciais, numa rotaco 8 e num factor de eccala

A
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R o dH S [

Transformacdo de similaridade

As quatro incégnitas a, b, P, g podem determinar-se se forem conhecidas, como é o caso, as coordenadas de dois pontos em ambos

os referenciais:

0=Rag—Rag
s
dag
D= cos0 = (Xg ~ X MXg —XA); (Ye - Ya)¥e _VA)
das
q=%sin0 = (Ys *YAXXB iAg;r(xla *XA)(VB *VA)
AB

Tendo sido estabelecido um datum a partir de um conjunto de contrangimentos ClTSZ = 0, pretende-se efectuar a transigao para outro
datum definido pelo conjunto de constrangimentos CZTF(’ = Qatravés de uma transformacdo de similaridade S que evite a repeticdo
da inversdao da matriz normal de dimensdo ux=u, a custa de d parametros convenientemente seleccionados que ndo deformem a

configuragdo da rede.

Sendo C; = B;S e C, = B,S, em que, por um lado, AS=0 e STS = I4 e, por outro, as matrizes B; e B, sdo matrizes diagonais cujos

coeficientes sdo 0 ou 1 (com pelos menos d elementos ndo nulos), de tal forma que tornam nulas as linhas de S que correspondem

aos 0 de B e mantém as restantes linhas. Desta forma, consoante a forma da matriz B é obtido um constrangimento diferente, como

por exemplo:

a) B =1= R =S= datum trago minimo
0 O A

b) B= 0| = datum com variancia zero

d

0 0 O

c) B=| 0 Iy 0f,k>d=datum com norma minima
0 0 O
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(esta ultima solugdo minimiza a norma parcial (] consistindo nas k incégnitas indicadas pelo bloco 1, da matriz B anterior de tal

forma que a soma das correspondentes k varidncias, isto €, o trago parcial da matriz cofactor, € minima).

E possivel definir uma transformacdo de datum numa rede a partir de uma escolha razoavel da matriz B. A estimativa dos parametros

> . . To _ . . _ 01 1,

X; associada com os constrangimentos C; X = 0 possui matriz cofactor Q§1 = (N + C,Cy ) N(N + C,Cy ) ; outros

constrangimentos CzTi =0, que conduzem ao vector de pardmetros X, e a correspondente matriz cofactor Q§2 =
-1 -1 . s = - -

(N + CZCZT) N(N + CZCZt) , estando estas duas solugdes relacionadas pela relagdo %, = K;%;, K; = (N+ C;C;)7N = I —

:
S(C,'$)71C,", Qx, = KiQx Ky .

Ajustamento da rede 1D com datum por minimizacdo da norma parcial: se os pontos P, e P; forem escolhidos como datum, entdo

a matriz B é da forma

obtendo-se
Cq=BgS=(@0 1 1 0T
e 0 assim o constrangimento C4" % =0 conduza X, + %3 =0.

De

1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500
-1.0000 1.2711 -0.1600 -0.1111
-0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816
-0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427

Nga=Agp PooAss =1.0x10°

tem-se entdo
0.0710 0.0178 —0.0178 0.0413
Qs = (N+Cq C;T)™L N (N+Cy CgT)™t = 105 0.0178  0.0484 —0.0484 0.0133
X

—0.0178 -0.0484 0.0484 —0.0133
0.0413 0.0133 0.0133 0.2500

tr Q; parcial =107°(0.0484+0.0484) = 0.0968x10™°
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[1.2mm]
3 00 11 00 0hemm
d T- 1] 0 -1 0/ 1 0 0 -1 -1 0}17mm
=Q.¢« A (== =
X41 Qxivl 8| 0 1 0l o 12 0 1 0 -1//12mm
1030010112.1mm
_1.3mm_
[1.2mm |
-0.375 -0.375 -0.250 0 0.125 0.125 ]| 1.6 mm
0.125 -0.125 0 -0.250 -0.125 0.125 || 1.7 mm
T1-0125  0.125 0 0250 0125 -0.125|1.2mm|"
-0.125 -0.125 0.250 0 0375 0.375_ 2.1mm
1.3mm |
—1.05 mm
_ —0.45 mm
0.45 mm
1.35 mm

” 41” = 1’XM Xgl = 1.82 mm

%3, || parcial = \/(—0.45)2 + 0.452 = 0.64 mm
%5,

O resultado é compativel com os constrangimentos; a comparagdo com as solugdes a, b e ¢ mostra que a defini¢cdo do datum por
minimizagdo da norma parcial, isto €, a soma dos elementos da diagonal de Qa4 que se referem a x, e a x; € menor que a restantes

solugBes, enquanto que o traco completo excede o valor correspondente a solugdo anterior.

Ajustamento da rede 1D com datum por transformacdo de datum: se os resultados para X e Qx correspondentes a um datum forem

conhecidos, entdo pode definir-se outro datum através de uma transformacdo; considere-se por exemplo a transformacao da solugdo

a para a solucdo c por intermédio de
% =K, %

Qgc = K Qe KT

Ke=1-S(C.T SR

Os constrangimentos para o datum c sdo C, = C¢ Cc" —(1 1 1 1),sendoamatrizs=@ 1 1 1)T;assim,

4
ccTs=§=2
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1
(€™ =3
3 -1 -1 -1
-1 3 -1 -1
<, -2
4/-1 -1 3 -1
-1 -1 -1 3
-1.125 mm
=2 |—0.525 mm
K¢ X% =
0.375 mm
1.275 mm

Como se viu, a definicdo de um datum pode ser obtida através da introdugdo de constrangimentos que, para terem significado

geométrico devem ser do tipo RT % =0, com R=BS, sendo B seleccionada como se indicou no paragrafo anterior e S a matriz de

transformacdo tal que AS=NS=0. No caso de uma rede 1D, é necessario estabelecer um constrangimento devido ao facto de o deficit

de caracteristica seriguala 1, tendoaforma sT(1 1 1 1)a,ondeaéuma constante qualquer; para a solugdo ser numericamente

estavel, a matriz S deve ser normalizada, isto €, a respectiva norma (comprimento de cada linha) deve ser igual a um. O método geral

de normalizac3o é SnT = (STS)_}/2 ST :>SnT S, =1, existindo para quaisquer matrizes quadradas regulares; no caso especial de

L

Ju

umarede 1D, tem-se S, =—(1 1 1 1), onde ué o nimero de elementos n&o nulos de S.

No caso de um datum 2D com deficit de caracteristica d=4 sdo necessarios 4 constrangimentos; sendo os parametros a estimar

=T = ~ USRI
representados por X =(Xllyllxz,)/z,"',xp,yp), X;j e y; as coordenadas aproximadas e X; e Y; as correcgdes as coordenadas,

entao

D xi=0
0 1 0 ~
T 1 0 Zyi:
S = _ _ _ _ = -
I I D F%i -Xi%) =0
X1 N X2 Y -~
Z(Xixi+YiYi):0

Para efectuar a normalizagdo de S, o sistema de coordenadas sofre uma translagdo de forma a que a respectiva origem coincida com
. o 0 0 - .0 0 o o
o centro de gravidade de rede, ou seja, Xi =X — > X /P, Yi=Yi — ) Vi /P, em que x,° e y,° representam as coordenadas no

T ol . ~
sistema original (neste procedimento as colunas Sj de ST tornam-se ortogonais, isto &, SjSk =0 para j#k, sendo entdo S'Suma

matriz diagonal). Geometricamente, as duas primeiras colunas de S' est3o relacionadas com a translagdo em x e y; a terceira coluna
define a rotacdo em torno do eixo vertical e a quarta coluna ajusta a escala das observagdes em fungao das coordenadas aproximadas.

Se algumas observacdes contiverem informacio sobre o datum, entdo a(s) coluna(s) correspondente(s) de ST é (s3o) omitida(s).
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17. Medidas de precisdo em redes geodésicas

Em muitos casos, a deformagdo a ser monitorizada por métodos geodésicos é de pequena amplitude, sendo geralmente da mesma
ordem de magnitude dos erros de observagdo, pelo que a configuracdo de rede e a avaliagdo da precisdo obtida tétm um papel

preponderante na analise dos resultados. Consideragdes de ordem pratica impdem que os parametros do modelo de ajustamento das
redes geodésicas sejam as coordenadas dos pontos, verificando-se que o vector X assim como a correspondente matriz Ty de

variancias-covariancias ndo sdo quantidades invariantes deste modelo, dependendo da selec¢do do datum, o que torna dificil

comparar a precisao das posi¢des ajustadas.

Designam-se critérios globais aqueles que dependem da totalidade dos elementos da matriz cofactor dos parametros, como por
exemplo a precisdo, a fiabilidade e o elipséide global de confianga. Estes critérios ndo fornecem qualquer indicagdao sobre pontos
particulares da rede, razdo pela qual se utilizam com mais frequéncia critérios locais como sejam as elipses de confianga, que indicam
para cada ponto da rede um dominio de confianga para a localizacdo desse ponto, podendo planear-se a rede de forma a que todas
ou algumas elipses ndo ultrapassem determnados limites. Uma rede diz-se homogénea se todas as elipses tiverem a mesma dimensao
e diz-se homogénea e isotrépica quando para além de terem a mesma dimensado todas as elipses forem circulares (caso ideal), caso

em que a precisdo das coordenadas dos pontos é a mesma em todas as direcgbes.

A matriz uxu de varidncias-covariancias contém informacio relativa a precisdo da rede, 23z = c3(N + CCH)™IN(N + CCY~%; numa

rede com constrangimento minimo, £; tem deficit de caracteristica d, isto é, C(23)=r=u—d, o que quer dizer que existem d colunas

redundantes nesta matriz, o que se traduz na ndo unicidade dos valores obtidos. Foram desenvolvidos diversos métodos para
ultrapassar este problema, embora nenhum seja inteiramente satisfatdrio (a situacdo melhora quando se comparam duas matrizes de

variancias-covariancias, existindo parametros relativos que sdo independentes do datum).

Um problema suplementar consiste na selec¢do do parametro <3 : no caso das variancias das observa¢Bes serem conhecidas e do
modelo aplicado ser correcto, deve utilizar-se 2. No entanto, com frequéncia a informacg&o a priori sobre a precisdo das observacdes
€ vaga e o modelo pode ndo ser a melhor aproximacdo da realidade: nesta situacdo é preferivel utilizar-se s3, desde que o modelo

tenha um numero suficiente de graus de liberdade, ou seja, desde que (h—r)/r>0.5.
Resumindo, ha trés factores que influenciam a precisdo final dos parametros estimados:

a) A seleccdo da instrumentacdo e da metodologia (nimero de repeti¢des das observagGes) utilizadas.

b) A geometria da rede, isto é, a posicdo relativa dos pontos da rede e a configuracdo das observacdes que ligam esses
pontos, o que determina a forma da matriz A.

c) A matriz P dos pesos, que contém o peso a priori das observagGes, que depende do tipo e da presi¢do relativa dessas

observagdes.
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N3o é pratico avaliar a precisdo de uma rede através da analise dos elementos da matriz de variancias-covariancias pois o nimero de
elementos desta matriz é normalmente elevado; esta informacgdo deve portanto ser comprimida numa medida representativa que

possa realgar a precisdo da rede, embora haja uma perda de informagdo neste procedimento.

A abordagem fundamental para a analise da matriz de variancias-covariancias é a decomposi¢ao por valores préprios de =y . Sendo

X o vector dos parametros de dimensdo u, X a correspondente estimativa por minimos quadrados e x. a matriz de variancias-
X

I - = oaT 1l - A, ~ . o . . 3 ..
covariancias, a forma quadratica (x—x)T—ZN(x—x) é a equacdo do hiper-elipséide r-dimensional com centro em X. Na hipétese de
S0

normalidade, X ~ N(X,E);() esendo <3 conhecido, a forma quadratica anterior tem distribui¢do qui-quadrado com r graus de liberdade,
. . . ATl 2 . ~ , s A

isto &, (xfx)T—zN(xfx) ~ xf_a(r) . Apds a seleccdo do nivel de significAncia, por exemplo, 1-a. =95%, o correspondente valor

S0

x2(rypode ser calculado, ficando o hiper-elipséide definido pelos seus r semi-eixos e respectivas direc¢des no espago (os
comprimentos destes eixos sdo proporcionais a raiz quadrada dos valores proprios de X'z e as respectivas direcgdes sdo dadas pelos
vectores préprios). Partindo da equagdo (X; — 4;)s; =0, ie {],2,-~-,u}, onde 4; é o i-gésimo valor préprio de X'z e s; o vector préprio
associado, como s € uma matriz definida semi-positiva, existem C(Z3) = r valores prdprios positivos distintos e d=u-r valores
proprios nulos, com u vectores prdprios distintos mutuamente ortogonais. A equagdo homogénea (X; — 4;)s; = 0 tem solugdes ndo

triviais se e s6 se s —M) for singular, ou seja, se o respectivo determinante for nulo, det(2; — A;) = 0, ou,

011~ Aj 12 Oy
Go1 Opo—Aj c
det 21. 22 |. ' 2u. -0
Sul Su2 0 Oyy — A

cujo desenvolvimento conduz a um polinédmio de ordem u em 2A; (polindmio caracteristico), de cuja solugdo se obtém os valores

préprios e vectores préprios. Cada par A;s; define um eixo do hiper-elipsdide através do semi-eixo 3j = v chi eda direccdo s;.

Diversas medidas podem ser utilizadas para reflectir aspectos diferentes da precisdo, medidas essas derivadas da expressdo ¥z =

05Qz = 0§(N 4+ CCT)"'N(N + CC™)7%, em que

Qu Qu - Qi - Q; - Qp

Qa1 Qa2 =+ Qg =+ Q -+ Qy
Q. - Qsil inz ini inj inp

_Qpl Qa2 - Qi - Qy Qpp_

é apresentada em blocos (matrizes) de 2x2, cada um relativo a um ponto ou a um par de pontos, em que
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ok aly |k aly
Quk=| v k1 © Qu=| 1w W
qyx qyy qu qyy

Uma medida imediata de precisdo local é o desvio padrdo das coordenadas; no caso de <3 conhecido, tem-se

Oy =00yUxx , Gy =0y qyy

onde os cofactores q sdo os elementos pertinentes da matriz . . Quando 52 ndo é conhecido, tem-se:
X

(0]
Sy = S0y O | Sy =S0,/Gyy

(estes valores sdo frequentemente designados por erros médios quadraticos das coordenadas). Como as expressdes anteriores

dependem da redundancia do modelo, é aconselhavel utilizar intervalos de confianca, para o que é necessario conhecer a distribuicao

de (x — x)/sg - Admitindo uma distribuicdo normal para X, tem-se que (x — %) ~ N(0, %) » donde
P(—Copa < X—X)/03 < Cyp) =1-a

ou
P(X — 03Cajz <X <X+03Cq2) =1—a

No caso de se conhecer s3, como (X — )A_(')~t(n —r), tem-se

1—a

P(_tot/Z < (i - i)/Si < ta/Z)
ou
PR — Sgtaz <X < X+ Sgta2) =1—a.

Uma forma pratica de evidenciar a precisdo de uma rede é utilizar elipses de erro ou de confianga, absolutas se se referirem a um
ponto ou relativas se se referirem a diferenca de posicdo entre dois pontos. Particularizando a expressdo do hiper-elipsdide para a

posi¢do de um ponto Px numa rede 2D, convenientemente multiplicada por &3, tem-se

— 3S\T — 3. 2 .2
X=%)" QX —X)~05 Xy_o(2)
que é a equagdo de uma elipse cujos eixos sdo fungdo dos valores e dos vectores préprios de Q. , pelo que resolvendo o sistema

(Qrk — MD) sy = 0 emrelagdo a A, isto &,

k k
-\
det quk |<qu =0
qyx qyy_}"

ou
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(a5 ~ 1)@k, ~2) - gl =0

cujas raizes sdo
1
M :E(%i?x +Qyy +2)

1
ho =5 (@ +ayy—-2)

com

2% = (0 — Q)7 + 4y 0,

Supondo conhecido 3, 0s parametros da elipse de confiancga sdo

a=coy 7o
b= coyho1fo(2)

2q>‘§y

k

tan2o = K
Oxx _ny

onde ¢ € o rumo do semi-eixo maior da elipse.

R Posigie verdadeira
@

Posigdo calculada . - .
y1 ( / Coordenadas estimadas: regido de confianca

X3 X

A elipse de erro é obtida da elipse de confianga substituindo o valor de y2_,(2) pela unidade:
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a =0 7\,1

b=coy%s

2q%,
k

tan2a = w  k
Uxx _ny

No caso de ser utilizado s3, tem-se:

a=50\/E
b=soy/A

Ay

tan2a = K
Axx _qyy

18. Teste global ao modelo

O critério da hipdtese nula, no caso de um teste global, é “o modelo esta correcto e completo”, o que se pode exprimir por
Ho :E(s3) = o3, que conduz ao teste T:5TP5/3, 0 qual, sob a hipdtese nula, tem distribuicdo 2 ~ (n—u); apos a selecgdo do nivel
de significancia do teste, tipicamente igual a 5 %, o valor da distribuigdo 52 com (n-u) graus de liberdade é obtido de uma tabela,
sendo comparado com o valor da equagdo T=5TPo/cj:5€ T<y2(n—u), 0 teste ndo indica contradi¢cdo entre as observagbes e o
modelo (um teste ndo pode provar a validade do modelo ou que as observag¢8es sdo correctas). No caso T > »2 (n—u) € necessario

investigar a razdo pela qual o modelo ou as observagdes estdo errados, desde os modelos funcional (como por exemplo os pardametros
de calibracdo do aparelho ou o modelo de refrac¢do) e estocdstico (como por exemplo as variancias a priori ou as covariancias), as

observacgdes (como por exemplo erros de centragem, pontos instaveis, ma identificacdo dos pontos) ou os célculos.

Os sistemas de observacdo geodésica sdo, em geral, de materializacdo permanente pois destinam-se a ser observados repetidamente.
Dada a elevada precisdo exigida, devem ter um planeamento cuidadoso, sendo os deslocamentos determinados a partir das grandezas
observadas (angulos e, por vezes, distancias). Este planeamento consiste na seleccdo de um rede de referéncia, de vértices auxiliares,
de equipamento e de métodos operativos para a medicdo das grandezas necessarias. Desta forma, pretende-se determinar com o
menor custo possivel os deslocamentos para um conjunto de pontos objecto, com um erro igual ou inferior a tolerancia fixada
previamente. Os critérios usados para o planeamento sdo a) a exactiddo e a precisdo, b) a robustez e c) a economia, podendo estas
propriedades quantificadas a partir quer da matriz A de configuracdo de primeira ordem (constituida pelas derivadas parciais das
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grandezas observadas relativamente as coordenadas dos vértices) quer pela matriz L de configuragdo de segunda ordem (postulada
em fungdo do equipamento de medicdo a utilizar e dos métodos operativos previstos). A medicdo das observaveis é afectada por
erros de observagdo que tém origens diversas, como sejam o equipamento utilizado, o método operativo, as condi¢Ges atmosféricas,

a competéncia do operador, etc. A relagdo entre o valor exacto L da observavel e o respectivo valor y medido pede exprimir-se como:
y=pn+6,+6g +6

onde 0, representa os erros instrumentais, como por exemplo erros de calibragdo, 6 representa os erros de origem ambiental,

como por exemplo a refrac¢ao horizontal e vertical e 6 representa os erros aleatorios.

A exactiddo e precisdo de uma rede estdo associadas a distribuicdo do vector dos erros dos deslocamentos. A exactiddo é quantificada

pelo efeito do parametro de localizagdo 6 na norma do vector dos erros:
|¢] =[c*ATs "]

de tal forma que sob a hipdtese nula (8=0) a rede é exacta. A precisdo é descrita pela matriz de variancia dos erros:
V(e) = w?ct

em que sob a hipdtese nula w=1.

A robustez é a propriedade que caracteriza a resisténcia de uma rede ao efeito de erros sistematicos ou grosseiros isolados; numa
rede robusta estes erros irdo afectar muito mais o vector dos residuos do que o vector dos deslocamentos. A robustez é quantificada
através dos numeros de redundancia local, elementos da diagonal da matriz U, que assumem valores entre 0 e 1; uma rede robusta

deve ter nimeros de redundancia local homogéneos e proximos de 0.

A economia é a propriedade que caracteriza o custo da instalacdo e medicdo da rede. Uma rede econdmica é aquela que atinge niveis
aceitdveis de exactiddo, precisdo e robustez ao custo minimo. Pretendendo-se um aumento na exactiddo, precisao e robustez, é
necessario utilizar equipamento mais caro, operadores mais qualificados, processos operativos mais complexos e observagdes mais

redundantes, a custa da economia da rede.

O método utilizado na configuragdo de redes consiste na selecgdo de uma configuragdo inicial que é melhorada iterativamente; muitas
vezes, 0s constrangimentos na localizagdo das estagGes e as limitagdes dos aparelhos disponiveis ndao permitem grandes

melhoramentos em relacdo a configuragao inicial.

O procedimento tendo em vista a andlise da estabilidade designa-se por teste de congruéncia, cujo objectivo é detectar se o conjunto

de pontos de referéncia da rede permaneceu estavel. Este teste é baseado no teste F de Fisher que requer o calculo de 53, variancia

por grupo, obtida para cada combinagdo da época inicial com as restantes épocas.
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19. Comparagdo de duas campanhas

- =
Cada campanha é ajustada de forma independente, sendo o vector deslocamento d entre as duas épocasd, a respectiva matriz cofactor

Qg e a variancia a posteriori conjunta 63 dados por:

— —~ —~,

e ~— —
d=x; —Xd=%-xd=x -

Qi =Qg —QzQu=Qg + Qg
Q=Qz+Qg

6(2) = (dfl 6(2)1 + dfz 602)/df

62 = (df, 62, + df, 62,)/df , df = df, + df,

onde os indices 1 e 2 se referem as campanhas 1 e 2, respectivamente, aceitando-se o teste estatistico cuja hipétese nula é

A2

-1 A2 -1
Hg: 85, = 65, com nivel de significancia a[F(g, df;, dfl)] < A< F(g, df,, df;) [F(g, df,, dfl)] < A< F(g, df,, df) se:
002 002

ol -1 63 a
[FG.dedf)] < 2 < FG,dfy,dfy)

A rejeicdao do teste pode ser causada por inadequada atribuicdao dos pesos das observagdes.

Na rede sobre o plano da figura, de que se conhecem as coordenadas aproximadas de todos os pontos, foram efectuadas observagbes
de direcgdo azimutal e de comprimento em duas épocas distintas, tendo-se obtido os valores listados em anexo. Admitindo que o
desvio padrao a priori das direc¢des azimutais é igual a 0.3 mgon e que o desvio padrdo a priori das distancias é igual a 0.3 mm, efectue
o ajustamento da rede utilizando as observagGes relativas a primeira época de observagdo com vista a estimar o desvio padrdo a
posteriori das direc¢bes azimutais observadas. A partir da compensacdo de todas as observacdes, verifique a validade deste

ajustamento. Repita o procedimento para a segunda época de observagdo e determine o eventual deslocamento da estrutura.
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Rede 2D instalada na barragem de Montsalvens: pontos de referéncia=P1, P2, P3, P4, Ps, P7, Po (pilares; a verde indicam-se os

pontos estacionados); pontos objecto= P1o, P11, P12, P13, P14 (no paramento da barragem); as observagGes de direcgdo estdo

representadas a cheio (49) e as observagdes de distancia estdo representadas a tracejado (6)

Os conceitos de variancia e de peso estdo relacionados, podendo ambos ser considerados como medidas de precisdo. A necessidade
da introdugdo dos pesos das observagGes no processo de ajustamento surge devido ao frequente desconhecimento do valor absoluto
dos elementos da matriz de variancias-covariancias das observacgoes; se o sistema de equag¢des normais contiver observacdes de tipos

diferentes, introduzem-se pesos através da expressdo p,c2 =p,c3 =---=p,c2 =p;c? =3 , onde p; é o peso correspondente a

varidncia c? e 2 é avariancia por unidade de peso a priori (arbitrario). Multiplicando as equagbes de observagdo pela raiz quadrada

do respectivo peso, as grandezas de observagdo (22 membro) ficam sem dimens3o, ficando os termos independentes das novas

2
equacOes com a mesma variancia 2 5250 52 _ 52 Os pesos a atribuir as observacdes de direccdo azimutal, de distancia e de
Pi i > Oi 0
Ci

rumo baseiam-se na determinacgdo prévia das variancias das diferentes observagGes; os pesos das direcgGes azimutais determinam-se

efectuando um ajustamento livre da rede, na qual apenas entram as observagbes de direc¢do, de cujos residuos v; se tira
2

2 Vi , ~ . ~ . , L A . .

Oirecgoes = “——— , sendo n o numero de observag¢des de direc¢do e i o numero de incognitas (parametros); neste ajustamento, para
n—i

o problema ndo ser impossivel devem considerar-se dois pontos fixos (ou fixa-se um ponto e junta-se uma equac¢do de distancia e

outra de rumo); no que diz respeito aos pesos das distancias, os construtores de distancidmetros fornecem os parametros a e b

conforme o tipo de aparelho e com os quais a variancia de uma distancia s se calcula através da expressdo &3, acia=a2 +b? s?,

dependendo portanto da propria distancia. Usando os valores calculados para as variancias das observagdes, calculam-se os pesos
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respectivos e efectua-se o ajustamento da rede utilizando todas as observagdes efectuadas. Apds a realizagdao dos calculos pode-se

2 2 2 2
estimar a variancia por unidade de peso a posteriori através da expressdo g2 :ZL'_"':U_O_ZL;V', em que Z_pz'v' tem
n—i n—i o) o)

2 2
distribuicdo 2 com n-i graus de liberdade e portanto LOZ tem distribuicdo z”‘! , 0 que permite efectuar um teste de comparagdo de

ot n—i

variancias da unidade de peso a priori e a posteriori e concluir da validade ou ndo dos pesos utilizados.

O célculo do(s) ajustamento(s) da rede é efectuado utilizando o programa rede_2d_v2.m que estabelece as equagdes de observagao,

resolve o sistema de equagdes normais e calcula os residuos e a variancia da unidade de peso, assim como as coordenadas ajustadas.

Considerando o valor 52 =1 e utilizando apenas as observa¢des de direc¢do azimutal (deficit de caracteristica=4), efectuou-se o
ajustamento fixando os pontos P1 e P4, tomando para precisdo a priori das observagées o valor 0.3 mgon (valor que consta no manual

do aparelho utilizado), resultando o valor s2 —16.0233 para a variancia a posteriori, com a correspondente rejei¢cdo no teste da razdo

2
das variancias (utiliza-se o teste estatistico da razdo das variancias y = S—Ozx(nOgraus de liberdade) , em que as hipotese alternativas
So

S30 Hy:o? =c3 vsH; 102 =} , rejeitando-se Hyse y>y2 (n°graus de liberdade) , considerando o nivel se significancia do teste

o =0.05), indicando que os dois valores n3o sdo estatisticamente semelhantes.

Neste caso, o nimero de graus de liberdade é dado por n—(i+ne) =49—(10*2+5) =24, onde n indica o nimero de observagdes de

direcgdo azimutal, i indica o nimero de parametros (dos 12 pontos foram fixados 2) e ne indica o nimero de pontos estacionados,

pois no caso de existirem observacdes de direccio azimutal em cada estacio ha uma incognita suplementar que é o R0 nessa estacdo.

As causas mais provaveis que podem conduzir a rejei¢do do teste sao:

=  presenca de erros sistematicos nas observagdes
= matriz de variancia-covariancias das observagdes incorrecta

= modelo matematico inadequado

Trata-se entdo de ir degradando a precisdo a priori das observagdes até se obter a aceitagcdo no teste da razdo das variancias, o que

acontece para o valor 1.0 mgon (a que corresponde s? =1.4421), indicando ser esta a precisdo efectiva das observa¢des de direc¢do

azimutal (note-se que para este procedimento é irrelevante quais os dois pontos que sdo tomados como datum).

De seguida efectua-se o ajustamento da rede considerando a totalidade das observagGes (deficit de caracteristica=3), tomando agora

um ponto e um rumo fixos. Os pesos a atribuir as distancias obtém-se da relagdo

2
5 2 o5 1 1 m b=0 t
PdistanciaCdistancia= 6 = Pdistancia= = - = =3333.3333, CO =0 neste caso,
Istanciadistancia stancia agistancia a2+(bx10’6xcompr|ment))2 0.00032

tendo-se que o nimero de graus de liberdade neste caso é dado por n—(i +ne) =49+6—(11*2-1+5) = 29 (dos 24 parametros, fixando

um ponto e um rumo, sobram 24-3=21).
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A partir do valor da varidncia a posteriori para a variancia da unidade de peso, sZ = 2.301, pode obter-se uma estimativa para a

A . 1 . o . . . 2 2
variancia média das direc¢Ges azimutais no caso deste ajustamento: de pdirecq6e§direcgﬁes: So, tem-se:

s§ 2301

—0 - =2.30 (1"
Pdireccses (1")72

2
Sdireccdes =

2
A validade do ajustamento efectuado é verificada através do teste da razdo de variancias y:s_gx(nograus liberdade) , em que as
So

hipdtese alternativas sd0 H, :6? =3 vsH; 12 =3 , rejeitando-se Hyse y > 52  (n°graus liberdade) :

2
2550 _ 5 2204 _ o5, 0.750-18.977 < 35 — 37.652,

o3 (1.727)2

pelo que se aceita o ajustamento constrangido efectuado.

Py 100.1030 100.0110

P2 111.6010 109.0030

P3 122.1810 144.0130

P4 116.6920 168.0140

Ps 87.6610 134.1990

P7 88.8550 106.2100

Po 129.5510 161.8670

P10 102.4480 90.1670

P11 126.6760 96.8140

P12 143.9770 115.7720

P13 145.6870 140.4290

P1a 133.6100 163.0790

Coordenadas aproximadas dos vértices da rede (m)
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P1 P2 0.00000

P1 P12 20.29698
P1 P11 49.87515
P1 P10 127.36456
P1 P7 274.31913
P1 P6 320.03257
P1 P4 357.48467
P1 P9 370.53894
P1 P3 371.85831
P1 P14 373.34232
P1 P13 396.07187
P2 P1 0.00000

P2 P7 34.47395
P2 P6 93.87969
P2 P4 147.73200
P2 P3 160.93590
P2 P9 163.09130
P2 P14 166.85981
P2 P13 194.83639
P2 P12 229.13432
P2 P11 285.53857
P2 P10 371.04924
P3 P1 0.00000

P3 P7 16.39492
P3 P6 52.76034

P3 P4 156.08095
P3 P9 195.31749
P3 P14 204.77238
P3 P13 280.02676
P3 P12 328.54962
P3 P11 364.34953
P3 P2 389.07668
P3 P10 392.75631
P4 P1 0.00000

P4 P7 11.70847
P4 P6 29.93088
P4 P14 302.83602
P4 P9 313.15495
P4 P13 333.18105
P4 P12 354.12588
P4 P3 370.45360
P4 P11 375.89797
P4 P2 390.24610
P4 P10 396.28848
P6 P1 0.00000

P6 P7 19.50571
P6 P4 267.38348
P6 P3 304.58672
P6 P2 373.84725

Observagdes de direccdo azimutal (gon) correspondentes a primeira época
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P1 P2 14.5967

P1 P3 49.2302

P1 P4 69.9973

P2 P3 36.5734

P2 P4 59.2302

P3 P4 24.6209

Observagdes de distancia horizontal (m) correspondentes a primeira época

1 mm

Epoca 1: ajustamento s6 com direcces azimutais (deficit Epoca 1: ajustamento s6 com direccdes azimutais (deficit
de caracteristica=4): datum com varidncia nula nos pontos P; e P, de caracteristica=4): datum com varidncia nula nos pontos P; e P4
(elipses a verde) (elipses a encarnado)
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I mm
aa—

10 m

Epoca 1: ajustamento com direcgSes azimutais e com Epoca 1: ajustamento com direcgdes azimutais e com
distancias horizontais (deficit de caracteristica=3): datum com distancias horizontais (deficit de caracteristica=3): datum com
variancia nula nos pontos P; e P4, fixando-se apenas a coordenada X  constrangimentos, fixando-se o ponto P1e e o rumo P1-P4 (elipses

deste ultimo ponto (elipses a azul escuro) a roxo)

Epoca 1: ajustamento com direcgdes azimutais e com distancias Epoca 1: ajustamento com direcgdes azimutais e com distancias
horizontais (deficit de caracteristica=3): datum com trago minimo horizontais (deficit de caracteristica=3): datum com minimizagdo
da matriz cofactor dos parametros parcial do trago da matriz cofactor dos parametros (elipses a azul

claro); todos os pontos de referéncia foram considerados na
minimizagdo parcial

(elipses a amarelo)
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Epoca 1: ajustamento com direc¢des azimutais e com distancias
horizontais (deficit de caracteristica=3): datum com minimizagdo
parcial do trago da matriz cofactor dos parametros (elipses a cor de
laranja); todos os pontos estacionados foram considerados na
minimizagdo parcial

Repetindo um processamento analogo para a época 2, considerendo primeiro apenas as observagbes de direccdo azimutal e
considerando um datum com variancia nula nos pontos P1 e P4, a aceita¢do do teste de razdo de variancias sé acontece quando a
varidncia dessas observacdes é degradada de 0.3 mgon para 2.2 mgon, a que corresponde uma variancia a posterioriigual a s3 =1.4015
. Na figura 4.30a. estdo desenhadas a verde as elipses de erro associadas ao processamento anterior e a encarnado as elipses de erro
associadas ao mesmo processameno correspondente a época 1, sendo patente que a precisao inferior das observagdes da 22 época
se traduz em elipses de maiores dimensdes; nessa mesma figura estdo indicados a azul os vectores deslocamento obtidos por diferenca
entre as coordenadas ajustadas obtidas nas duas épocas, podendo observar-se que os vectores correspondentes aos pontos objecto
no coroamento da barragem P11, P12, P13 e P14 sdo significativos pois ultrapassam a elipse de erro. Pode ainda verificar-se que o ponto
P3, embora sendo um ponto de referéncia, parece ter tido um deslocamento acentuado, ndo devendo por isso ser incluido nalgum

datum.
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T mm

Epoca 2: ajustamento s6 com direccBes azimutais (deficit de
caracteristica=4): datum com variancia nula nos pontos Py e P4
(elipses a verde); a encarnado indicam-se as elipses equivalentes
correspondentes a época 1 (figura 4.29b); a azul indicam-se os

vectores deslocamento entre as duas épocas
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Exercicios:

1. Sejam ¢,, ¢,, ¢, trés medi¢bes ndo correlacionadas e de igual precisdo de uma distancia. Obtenha a estimativa por minimos
quadrados do valor mais provavel da distancia.

2. Os 3 angulos internos de um triangulo plano sdo ¢, =45°25' 01'', 7, =65° 20" 00'', ¢, =69°15' 02''. Obtenha a estimativa por

minimos quadrados dos 3 angulos supondo que as observagdes sdo ndo correlacionadas e de igual precisdo.

i
\

3. Os trés angulos horizontais medidos, conforme a figura sdo x=42°17’, y=60°48’, z=256°52". Ajuste estes angulos de maneira a que a
respectiva soma seja igual a 360° (suponha que as observacdes s3o n3o correlacionadas e de igual precisdo).

N

4.

Numa base foram medidos os segmentos AB, BC, CD, AC e BD; as medidas sdo ndo correlacionadas e de igual precisao,
i

estando os valores medidos indicados na figura. Ajustar as observacGes e determinar a distancia AD.

L5 =200.000 m
L]
L4=200040 m
T

L1=100.000 m ) L2 = 100,000 m L3=100.080 m 4
] i } —.
iy - = £ =

A x1 B x2 C x3 D
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5,
. 4@1"0
3
s

ponto | x (mm) | y (mm)
1 -40.0 -24.0
2 -15.0 -12.0
3 10.0 -12.0
4 38.0 15.0
5 67.0 30.0

6. Ajuste uma circunferéncia aos pontos da tabela.

7. Pretende-se ajustar uma curva parabdlica vertical aos

6 pontos do terreno indicados na figura através da

respectiva quilometragem e altitude. Obtenha os

pardmetros dessa parabola, da forma yi+vi=axi®+bxi+c.

5. A figura mostra a posi¢do dos 5 pontos, cujas coordenadas, de
igual precisdo, estdo indicadas na tabela. Ajuste uma recta a esses
pontos, supondo que os residuos estdo associados apenas aos
valores de y, o que leva a equagles de observagdo da forma
yktvi=mxk+b (modelo paramétrico). Adoptando este tipo de
equagoes de observagdo assume-se que ha inconsisténcias entre
o modelo e as observagdes e que estas inconsisténcias em x e em
y estdo agrupadas nos residuos, somados ao 12 membro do
modelo matematico. As equagbes podiam ter a forma
Yk+HVky=m(Xk+Vix)+b, onde viky e vix sdo residuos associados as
coordenadas x e y do ponto k mas estas equagdes requerem um
tipo mais complexo de ajustamento por minimos quadrados

(modelo geral).

0 | 0.000 | 0.000

1 | 0.500 | 0.250

2 | 1.000 | 1.000

3 | 1.500 | 2.250
4 | 2.000 | 4.000
5 | 2.500 | 6.250
6 | 3.000 | 9.000

~
\ /__,_.———/
I

Datum RL 50.00
oo = o ) I~ I
Red. Level 3 a o) = - [
o =t V] ) ~ ~
O =+ (a8} o =+ wy
Chainage 2 2 2 R 2 7
= a o~ A o
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ponto X Y

7 54.58 17.11
8 45.47 36.56
9 28.40 53.22
10 2.02 63.72
11 28.12 63.44
12 57.49 52.55
13 80.85 34.20
14 98.08 9.14

15 105.69 | 17.30
16 103.83 | 46.96
17 88.42 71.50
18 61.26 86.84
19 26.47 91.07
20 6.59 81.37

8. Ajuste uma elipse aos pontos da tabela sabendo que a
equacdo cartesiana de uma elipse é aX2+2hXY+bY2+dX+eY=1, a
partir da qual é possivel obter a equacdo de observagdo

VikaXi2+2hXkYi+bYid+dXi+eYe=1.

9. A observacdo da rede de nivelamento indicada na figura forneceu os seguintes resultados. Sendo a altitude do ponto A igual a

437.596 m, quais sdo os valores mais provaveis para as altitudes dos pontos B, C e D?

de para desnivel (m) o(m) _#
A B 10.509 0.006 o ,/ ~
~
B c 5.360 0.004 i .
C D -8.523 0.005 Ax—- I \
D A -7.348 0.003 '\\h ~»C
B D -3.167 0.004 S
A C 15.881 0.012 D

10. Afigura representa uma rede de nivelamento onde se supde que as observagdes tém igual peso, na qual as setas indicam desniveis

positivos. Ajuste as altitudes dos pontos A, B e C.

BM X = 100.00

8M Y= 107.50
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linha desnivel observado (m)
1 5.10
2 2.34
3 1.25
4 6.13
5 0.68
6 3.00
7 1.70
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11. Para a rede de nivelamento indicada na figura, calcule o valor mais provavel para as altitudes dos pontos X e Y admitindo que os

desniveis tém pesos iguais (as setas indicam o sentido de cada percurso).

BM A=100.00

BM B=101.00_

BM C=10.5.00

BM D=102.00

linha

desnivel (m)

+1.00

+0.08

+0.92

-1.00

VR IWIN |-

+0.08

12. Para a linha de nivelamento indicada na figura, calcule os valores mais provaveis para as altitudes dos pontos X, Y e Z utilizando os

valores da tabela (pese os desniveis de acordo com o comprimento de cada lanco.

linha comprimento (km) desnivel (m)
1 4 +1.05
2 4 -0.95
3 2 +2.10
4 2 -1.95
5 1 +0.10
6 1 +0.05

13. Relativamente a figura apresentada, suponha que fora
medidas as distancias £,y = 6049.00 m, fgy = 4736.83 m e £y
5446.49 m, com as coordenadas em m dos pontos A, B e
respectivamente iguais a (865.40, 4527.15), (2432.55, 2047.25)
(2865.22, 27.15). Calcule as coordenadas ajustadas do ponto U.

BM 8= 100.00

B & ;/
cd

—> X

14. Tendo sido medidas as distancias ¢ , = 360.50+0.05 m, ¢ g=250.10+0.05 m, /= 223.50+0.05 m do ponto P para os pontos A, B,

C de coordenadas conhecidas, obtenha a estimativa por minimos quadrados das coordenadas (X,Y) do ponto P, supondo

(Xa,Ya)=(300,300), (Xs,Ys)=(600,250), (Xc,Yc)=(800,400).

15. As coordenadas planimétricas dos pontos Badger e Bucky sdo, respectivamente, x=2410000.000m, y=390000.000m e

x=2411820.000m, y=386881.222m. Ajuste o quadrllatero da figura de forma a obter as coordenadas planas dos pontos Wisconsin e

Campus.
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Wisconsin
Badger d———— jﬁ

— p \ base Distancia (m)
L T e Badger-Wisconsin 5870.302
><< ".I Badger-Campus 7297.588
"-. T\ Wisconsin-Campus 3616.434
%
. ,/ - __::EL Wisconsin-Bucky 5742.878
Bucky & Campus Campus-Bucky 5123.760
8
™~
Vo
TN
5 ”“\\ 16. Efectue o ajustamento da trilateragdo indicada na figura sabendo que
6‘1 “\ c DA=29593.10m, BC=22943.66m, AC=30728.80m, CD=28217.92m,
} o
M:Efwybww"“”wwﬂ;@ BD=41470.26m e que XA=110000.00m, YA=110000.00m, XB=121433.56m,
et g /, _
A &MM 2 ; YB=129803.51m.
\\"_(% %% fj
", j ]
| /
D
V’%"% 2 j
o\
N

17. Considere a trilateragdo com os dados indicados nas tabelas

ponto X (m) y (m)
A 0.00 0.00 AU=1653.92+0.021m BU=1067.24+0.022m | CU=1298.10+0.021m
B 1000.00 0.00
C 0.00 1000.00

a)
b)

c)

Quais sdo os valores do desvio padrdo a posteriori das coordenadas ajustadas?
d) Indique os valores das distancias ajustadas, os respectivos residuos e desvio padrdo

Qual sdo os valores mais provaveis para as coordenadas do ponto U?
Qual é o valor da variancia a posteriori?
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¥
A
H:‘ﬁ__._ . 18. Calcule as coordenadas ajustadas do ponto U, obtidas por intersec¢ao
e, T U
W oC _____.a-;"-:' directa a partir dos pontos R, S e T, sabendo que 6:=50°06'50"
VB S
I"'H\.,‘_E__.--" ;_;’ 0,=101°30'47”, 83=98°41'17”, 84=59°17°01” e xR=865.40m, yR=4527.15m,
Fagy I
| xS= .55m, yS= .25m, xT= .22m, yT=27.15m.
S ':'rE3 f:’ $=2432.55 S=2047.25m, xT=2865.22m, yT=27.15
97

By

19. Considerando os dados da tabela e a figura seguintes, calcule os valores mais provaveis
das coordenadas do ponto U, obtidos por intersecgdo inversa, sendo as coordenadas em m
dos pontos visados sdo P(1303.599,1458.615), Q(1636.436,1310.468), R(1503.395,
888.362), 5(1506.262,785.061).

visada atras estacdo visada frente angulo c(“)
P u Q 30°29'33” 5
Q u R 38°30'31” 6
R u S 10029'57” 6
B B % 20. A figura mostra uma triangulagdo onde os angulos observados tém os
D
NMHHS E.:]| 5\ fi seguintes  valores:  1=42°35'29.0”, 2=87°35’10.6", 3=79954'42.1”,
H"‘\\.\_ ht
i ey [ \\ 4=18928'22.4",5=21°29'23.9”, 6=39°01’35.4”, 7=31°20'45.8", 8=39°34'27.9”,
. |
\\\ | \\ tendo os pontos A e B as coordenadas xA=9270.33, yA=8448.90,
[ ™ xD=15610.58, yD=8568.75, em m. Obtenha a estimativa por minimos

\\1 | \K quadrados das coordenadas dos pontos B e C.
a2 AW
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21. Os dados seguintes referem-se a rede de triangulagdo da figura.

Obtenha as coordenadas ajustadas dos pontos C, D, E, F.

pontos fixos

estacao X y
A 1718.871 | 632.095
B 2191.570 | 715.709
G 1590.370 | 2560.743
H 2076.006 | 2597.745

coordenadas aproximadas

visada estacdo visada angulo o
atras frente
C A D 36°33'49.5” | 4.6”
D A B 47°38’40.5” | 5.7”
A B C 58°42'05.4” | 5.7”
C B D 36°09'56.9” | 4.9”
B C A 37°05’18.5” | 4.6”
D C B 46°56'40.5” | 5.7”
B D A 37°29'08.7” | 5.0”
A D C 59924’14.1” | 5.8”
E C F 34933'22.5” | 4.8”
F C D 61°44’34.1” | 5.9”
C D E 49°39'14.4” | 5.7”
E D F 28%48'19.6” | 4.6”
F E D 49920'57.4” | 6.2”
D E C 34°02’'48.2” | 4.6”
D F C 39%47’51.2” | 4.8”
C F E 62°03'22.6” | 6.5”
G E H 37°47°58.1” | 4.8”
H E F 56°46’43.5” | 6.3”
E F G 52958’05.9” | 6.4”
G F H 39%04'18.8” | 4.7”
F G E 32027’12.1” | 4.8”
H G F 59921’51.3” | 5.7”
F H E 31°10'44.3” | 4.6”
E H G 50°22’53.5” | 5.6”

estacdo X v
C 1668.571 | 1310.429
D 2139.109 | 1296.242
E 1617.479 | 1949.217
F 2028.688 | 1934.566
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22. O ponto Q da rede ilustrada na figura tem coordenadas em m

L S — {8
. A =
(1000.00,1000.00), sendo o rumo da direccdo QR=0°06'24.5", com uma [ ™. ;) \
incerteza igual a £0.001”. Utilizando os dados das tabelas, ajuste a rede. | \\\”\ ;’; |
u f II
| ffah_ 2
. t ~ . N | “ ._.f 'I
visada estacdo visada angulo o (“) , \ ".
atrés frente ] /! M
R Q S 38%48'50.7” | 4.0 Q4 )7
S Q 47°46'12.4” 4.0
T Q R 273%24’56.5” | 4.4 _ : —
estacdo | visado | distancia (m) | o (m)
Q R S 269°57’33.4” 4.7
Q R 1640.016 0.026
R S T 257°32’56.8” 4.7
R S 1320.001 0.024
S T Q 279°04’'31.2” | 4.5
S T 1579.123 0.025
S R T 42°52’51.0” 4.3
T Q 1664.524 0.026
S R Q 90°02’26.7” 4.5
Q S 2105.962 0.029
Q S R 51°08’45.0” 4.3
R T 2266.035 0.030
T S Q 51°18’16.2” 4.0
Q T R 46°15’02.0” 4.0
R T S 34%40'05.7” 4.0

M3=304T7.954 m
P3=3048.344 m

S de
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M2=3300.259 m
P2=3082.183 m

2
E W M1=3369.287 m

P1=2830.836 m

23. A figura indica as observagGes de direccdo
efectuadas, tendo em vista a obten¢do dos angulos
utilizados na coordenacgdo do ponto V por intersec¢ao
directa a partir dos pontos E1l, E2 e E3, cujas
coordenadas também estdo indicadas. Supondo que o
desvio padrao das observac¢des de direcgdo é igual a 2”,
efectue a estimativa por minimos quadrados das

coordenadas do ponto V.

119 /122



Ajustamento de observagdes

24. Calcule, efectuando um ajustamento por minimos
quadrados, as coordenadas do ponto Furtado 29, sabendo que
as coordenadas dos  vértices estacionados  sdo:
Cabecinhas(15821.182,

12805.293)

-14408.496), Furtado(17000.873, -

e TC19(15268.780, -12297.195). As unidades
angulares sdo grados. A precisdo das observagoes de direcgao é

igual a 0.0005 grados.

TC19
44.4854

18.1685

21.0580

Furtado
Furtado 2

58.6127

48.8573

Cabecinhas

25. A figura seguinte mostra a disposi¢ao do ponto P cujas coordenas se pretende obter por ajustamento de uma intersecgdo inversa.

As observagdes e as cordenadas dos pontos visados estdo indicadas nas tabelas:

A

Estagdo M (m) P (m)
A 88237.92 80132.03
B 82279.10 97418.58
C 81802.35 98696.21
D 80330.69 102911.40
Ponto visado Leitura azimutal Precisao
A 02 00’ 00" 5”
B 44255’ 30.5” 5”
C 502 51’ 49.9” 5”
D 702 48’ 08.2” 5”
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Ajustamento de observagdes

26. Considerando o quadrildtero plano representado na figura, tendo sido efectuadas observagdes de direc¢ao azimutal em cada um
dos vértices visando os vértices restantes, efectue o ajustamento das observagGes. No ajustamento tera naturalmente que ser utilizado
o modelo condicional, onde ndo intervéem parametros (coordenadas dos vértices). SupGem-se as observa¢des de direcgdo nao

correlacionadas e de igual precisao.

direcgdes, d valor
10 002 00’ 00”.00
11 22201’ 42”51
12 38246’ 13".71
13 002 00’ 00”.00
14 57208’ 57".10
15 76242’ 11”.23
16 002 00’ 00”.00
17 86233’ 13”.45
Quadrilatero 18 145919’ 49”.38
19 002 00’ 00”.00
20 15206’ 52”.28
21 99211’ 42".94

Direc¢des azimutais observadas

x=1223.00 8

y=1186.50 @—ﬂ T
5 ¥ = 1400.00
Ff y=1186.50
}O
u
Hl 27. A figura ilustra uma poligonal em que RU=200.00+0.05m,

(:’fii’f= 1000.00 1 US=100.00£0.08m, 0:=240°00+30", 6,=150°00'+30",
- y = 1000.00 03=240°01"+30”, estando as coordenadas dos pontos R, Q, S
e T indicadas na figura. Obtenha a estimativa por minimos
quadrados das coordenadas do ponto U.
0 x=1000.00
/A y= B00.00
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Ajustamento de observagées

28. Determine as coordenadas planimétricas ajustadas dos pontos C e D da poligonal representada na figura

DADOS: QUANTIDADES PEDIDOS:
OBSERVADAS:
Mp = 8478,139 m Mc=17
o =172 53" 347 £2"
ey == ) 3 _—
P = 2483 826 m oy = 185' 22" 1472 Pc=1
M = 7709,336 m o3 = 208" 26°197£ 2" Mp=?
Pgp=2263411 m g = 205" 13'51"=2" Pp="7
(BA)= 68" 1520,7" d; =281.832=00l6m
(EF) = 300" 11'30,5" ds = 271,300 £ 0,016 m

dy=2T4,100 = 0,016 m
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